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ROZDZIAŁ 1 

Koncepcja rozprawy doktorskiej 

1.1. Temat pracy 

Sterowanie procesem dystrybucji produktów o zróżnicowanej trwałości w warun-

kach zmiennego popytu i opóźnień dostaw z uwzględnieniem niepewności układu 

oraz wykorzystaniem metod optymalizacji jedno- i wielokryterialnej. 

1.2. Cele rozprawy 

Zasadniczym celem rozprawy doktorskiej jest poprawa jakości sterowania proce-

sem dystrybucji produktów w kontekście minimalizacji następujących kryteriów: 

utraconych korzyści realizacji sprzedaży (tzw. przestojów) oraz zajętości po-

wierzchni magazynowej. Realizacja tego celu ma nastąpić w obliczu: 

a. niestacjonarności dużych opóźnień transportowych i produkcyjnych, 

b. zmienności lub niepewności popytu, 

c. niepewności z tytułu zróżnicowanej trwałości produktów, 

d. niepewności czasu realizacji zamówień. 

 

Sformułowano ponadto pięć celów szczegółowych: 

C1.  Opracowanie adekwatnego dyskretnego modelu matematycznego systemu 

dystrybucji uwzględniającego niestacjonarną dynamikę opóźnień transpor-

towych oraz zweryfikowanie poprawności funkcjonowania stworzonego 

modelu na drodze symulacji komputerowych w środowisku Matlab/Simu-

link dla różnych scenariuszy zachowania się rynku. 

C2.  Analiza porównawcza regulatora PD z predyktorem Smitha i adaptacyjnym 

referencyjnym poziomem zapasów oraz metod: punktu zamawiania z adap-

tacyjnym poziomem zamówień, cyklu zamawiania z adaptacyjnym 
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maksymalnym poziomem zapasów, w obliczu  krótkich oraz długich opóź-

nień i zaburzeń popytu. 

C3.  Analiza porównawcza efektywności ewolucyjnych algorytmów w zastoso-

waniu do wielokryterialnej optymalizacji systemu dystrybucji produktów z 

uwzględnieniem opóźnień czasu realizacji zamówień i produkcji. 

C4.  Ulepszenie modelu magazynu o modelowanie procesu psucia się produk-

tów z uwzględnieniem losowej trwałości produktów oraz weryfikacja mo-

delu z wykorzystaniem rzeczywistych danych uzyskanych z badań nad pro-

cesem psucia się wybranego rodzaju owoców. 

C5. Opracowanie odpornego regulatora wykorzystującego metody optymaliza-

cji odpornej, sztuczną inteligencję, w tym sieci neuronowe i logikę rozmytą 

oraz weryfikacja działania regulatora na rzeczywistych danych pochodzą-

cych z systemu magazynowego. 

 

1.3. Teza rozprawy 

Tezę niniejszej rozprawy doktorskiej sformułować można w następujący sposób: 

Zastosowanie dyskretnych modeli dynamicznych wraz z metodami sterowania, wspieranych 

przez nowoczesne techniki optymalizacji jedno- i wielokryterialnej oraz metody sztucznej 

inteligencji, umożliwia poprawę jakości sterowania zamówieniami w systemach dystrybucji, 

szczególnie w warunkach niepewności związanych z opóźnieniami dostaw i zmiennego za-

potrzebowana rynkowego. 

1.4. Uzasadnienie wyboru tematyki 

Rosnąca złożoność łańcuchów dostaw i mnogość strumieni przepływów 

dóbr powoduje ciągłą potrzebę doskonalenia metod sterowania systemami logi-

stycznymi [1]. Systemy produkcyjne i logistyczne, łańcuchy dostaw i sieci przemy-

słu 4.0 są narażone na coraz większe niepewności oraz ryzyka, które związane są 

bezpośrednio ze zwiększeniem się liczby kanałów wymiany produktów, informacji 

oraz z ciągłą zmianą dynamiki obiektów logistycznych. Z tego powodu, konieczne 

jest wspieranie decyzji związanych z przepływem dóbr w systemach logistycznych.  

Wiele modeli systemów magazynowych opartych jest o uproszczające zało-

żenia takie jak: liniowość  elementów   modelu oraz stałe opóźnienia.  Jednakże, w 

rzeczywistych  systemach  logistycznych opóźnienia są zmienne i rzadko bywają 

zgodne  z  przewidywaniami. Elementy strukturalne systemów logistycznych są 

nieliniowe,  na  przykład  magazyny  posiadają  ograniczoną (i nieujemną) prze-

strzeń do  składowania  towarów,  a  dostawcy oraz zasoby na produkcji są 
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ograniczone, co w konsekwencji skutkuje brakiem możliwości realizacji dowolnych 

sygnałów sterujących [2]. Modele statyczne nie zapewniają efektywnej analizy sys-

temów magazynowych z uwzględnieniem opóźnień i zjawisk w niej występują-

cych. W miarę rozbudowywania struktur systemów logistycznych bardziej ade-

kwatne stały się modele dynamiczne, pozwalające na kompleksową analizę proce-

sów w nich występujących. Z uwagi na analogie występujące pomiędzy systemami 

stricte inżynierskimi, a łańcuchem dostaw, automatyka, a w szczególności teoria 

sterowania może dostarczyć narzędzi do tworzenia skutecznych mechanizmów op-

tymalizujących dynamikę procesów logistycznych [3],  [4]. Metody teorii sterowa-

nia mogą potencjalnie wprowadzić więcej realizmu do dynamicznego planowania 

i modelowania tych systemów, ułatwić podejmowanie decyzji oraz poprawić wy-

dajność w systemach produkcji i logistyki, łańcuchach dostaw i sieciach Przemysłu 

4.0 [5].  

W ujęciu systemowym magazyn można przedstawić jako obiekt, w którym na wej-

ściu są dostawy zwiększające stan zapasów oraz zapotrzebowanie klientów zmniej-

szające stan zapasów, zaś na wyjściu znajdują się produkty, które zostały sprzedane 

oraz aktualny stan zapasów. Szczególnie istotną częścią systemów magazynowych 

są systemy sterowania zamówieniami, których głównym zadaniem jest wspieranie 

decyzji menadżerskich  w zakresie  określenia terminu oraz wielkości zamówień. 

Należy zaznaczyć, że systemy sterowania zamówieniami jako jedna z części skła-

dowych systemów magazynowych stanowić będą główny przedmiot rozprawy 

doktorskiej. W przeciwieństwie do wielu rozwiązań dostępnych w literaturze, opis 

systemów magazynowych w przestrzeni stanu pozwala na zastosowanie metod 

projektowania układów regulacji, takich jak np. sterowanie ze sprzężeniem od 

stanu, sterowanie liniowo-kwadratowe, sterowanie ślizgowe, sterowanie predyk-

cyjne, optymalizacja dynamiczna, regulatory neuronowe czy regulatory rozmyte. 

Według [6] szczególnie istotne luki badawcze można wyróżnić  

w obszarze systemów zarządzania zamówieniami z produktami nietrwałymi. Nie-

efektywne sterowanie przepływem produktów nietrwałych, stanowi poważne za-

grożenie dla rentowności firm w branży sprzedaży hurtowej i detalicznej. Badania 

statystyczne wykazały, że rocznie w krajach Unii Europejskiej powstaje około 88 

milionów ton żywności, która się marnuje [7]. Znalezienie skutecznych metod ste-

rowania zapasami łatwo psującymi się, stało się bardzo interesującym problemem 

zarówno dla praktyków, jak i dla naukowców. W przypadku produktów o nieogra-

niczonym cyklu życia, koszty przedsiębiorstwa zależą od wielkości użytkowanej 

powierzchni magazynowej i utraconych zysków z powodu przestojów. W przy-

padku produktów psujących się utrata sprzedaży jest spowodowana nie tylko nie-

wystarczającą liczbą zamówionych produktów, ale także potencjalnym zepsuciem 

zapasów, które może być zmienne w czasie [8].  
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Na podstawie literatury [9], [10], [11] zidentyfikowano następujące braki w 

badaniach naukowych w obszarze sterowania systemami magazynowymi w szcze-

gólności systemami zamówień z produktami nietrwałymi, które obejmują:  

A) badanie wpływu opóźnień zamówień na funkcjonowanie odpornego układu 

sterowania m.in. w przypadku stosowania pełnego sprzężenia od stanu 

obiektu [12], 

B) analizę układów sterowania systemami magazynowymi, które uwzględniają 

dni przestoju obiektów logistycznych (ang. closing days), np. z powodu 

świąt, wakacji itp.  Zgodnie z dostępnymi źródłami, praca [13] jako jedyna 

jawnie przedstawia nowe ograniczenie w modelu systemu magazynowego 

jakim są dni zamknięcia (ang. closing days constraints). Jednakże praca ta 

zakłada ustalony z góry okres ważności towarów. W pracy nie uwzględ-

niono losowego charakteru psucia się produktów takich jak np. owoce, wa-

rzywa, co z punktu widzenia rzeczywistych systemów magazynowych jest 

problemem równie istotnym i może znacznie wpłynąć na dobór struktury 

oraz parametrów układu sterowania, 

C) opracowanie funkcji psucia się produktów, która będzie lepiej odzwiercie-

dlała zjawiska występujące w rzeczywistych warunkach, np. psucie się owo-

ców [14]. W wielu artykułach naukowych zakłada się, że ilość produktów 

psujących się jest proporcjonalna do zgromadzonych zapasów w [15],[16], co 

stanowi bardzo duże uproszczenie.  

D) opracowanie układów sterowania systemem automatycznych zamówień dla 

magazynu z produktami psującymi się z uwzględnieniem niepewności do-

staw. Do sterowania systemem automatycznych zamówień w magazynach z 

obszaru automatyki wykorzystywane były takie regulatory  jak m.in. regu-

lator proporcjonalno-całkująco-różniczkujący (PID) oraz proporcjonalny (P) 

[17], sterowanie ślizgowe, sterowanie liniowo-kwadratowe [18]. Obecnie w 

obszarze automatyki popularnie rozwijanymi metodami są sieci neuronowe, 

które znajdują zastosowanie w sterowaniu obiektami nieliniowymi. W naj-

nowszych badaniach naukowych do problemu sterowania systemami auto-

matycznych zamówień wykorzystuje się podejścia: neuronowo-rozmyte, 

czyli wykorzystujące logikę rozmytą oraz sieci neuronowe [19]. W pracy [20] 

wskazano nowy kierunek badań, który dotyczący fuzji metod takich jak sieci 

neuronowe, algorytmy ewolucyjne czy systemy rozmyte  w zastosowaniu do 

różnych problemów inżynierskich. Stało się to również inspiracją do podję-

cia tematyki badawczej zakładającej połączenie sieci neuronowych oraz al-

gorytmów ewolucyjnych w zastosowaniu do sterowania systemem zarzą-

dzania zamówieniami. W szczególności w pracy [21] pokreślono potrzebę 

badań w zakresie wykorzystania algorytmów optymalizacji do zadania do-

boru parametrów sieci neuronowej. 
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W związku z powyższym, podjęta tematyka badawcza odpowiada potrze-

bom nowoczesnych systemów logistycznych, zmierzających ku automatyzacji 

związanej z globalizacją, rosnącą różnorodnością produktów oraz potrzebą zacho-

wania konkurencyjności na rynku. W ramach pracy doktorskiej zakłada się wyko-

rzystanie metod teorii sterowania i sztucznej inteligencji (m.in. sieci neuronowych) 

oraz algorytmów ewolucyjnych, które pozwolą na sterowanie nieliniowym, dyna-

micznym systemem magazynowym w zakresie dystrybucji produktów o różnej 

trwałości.  
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ROZDZIAŁ 2 

Publikacje naukowe 

2.1. Cykl publikacji wchodzących w skład rozprawy 

W skład niniejszej rozprawy doktorskiej wchodzi 12 tematycznie powiązanych ar-

tykułów (po tytule artykułu podano punktacje w roku publikacji):  

A1. Chołodowicz, E., Orłowski, P.: Dynamiczny dyskretny model systemu maga-

zynowego ze zmiennym w czasie opóźnieniem. Logistyka, Tom: 4,  Strony: 28-

32, 2015, ISSN: 1231-5478, (MNiSW = 10 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A2. Chołodowicz, E., Orłowski, P.: Sterowanie przepływem towarów w magazy-

nie z wykorzystaniem predyktora Smitha. Pomiary Automatyka Robotyka, Tom: 

19, Zeszyt: 3, Strony: 55-60, 2015, ISSN: 1427-9126, (MNiSW = 8 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A3. Chołodowicz, E., Orłowski, P.: A periodic inventory control system with adap-

tive reference stock level for long supply delay. Measurement Automation Mon-

itoring, Tom: 61, Zeszyt: 12, Strony: 568-572, 2015, ISSN 2450-2855,                          

(MNiSW = 8 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 
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udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A4. Chołodowicz E., Orłowski P.: Comparison of a perpetual and PD inventory 

control system with Smith predictor and different shipping delays using 

bicriterial optimization and SPEA2, Pomiary Automatyka Robotyka, Tom: 20, 

Zeszyt: 3, Strony: 5-12, 2016, ISSN: 1427-9126, (MNiSW = 8 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A5. Chołodowicz E., Orłowski P.: Porównanie systemów sterowania zapasami ze 

zmiennym opóźnieniem dostaw i zaburzonym zapotrzebowaniem: cyklicz-

nego oraz z regulatorem PD i predyktorem Smitha, Przedsiębiorczość i Zarzą-

dzanie, Tom: XVII, Zeszyt: 12, Strony: 67-90, 2016, ISSN: 1733-2486,                                              

(MNiSW = 14 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A6. Chołodowicz E., Orłowski P.: Comparison of SPEA2 and NSGA-II Applied to 

Automatic Inventory Control System Using Hypervolume Indicator, Studies in 

Informatics and Control, Tom: 26, Zeszyt: 1, Strony: 67-74, 2017, ISSN 1220-1766 

(Print), ISSN 1841-429X, (Online), https://doi.org/10.24846/v26i1y201708, 

(MNiSW = 15 pkt., IF = 1.02). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A7. Chołodowicz E., Orłowski P.: Impact of Control System Structure and Perfor-

mance of Inventory Goods Flow System with Long-Variable Delay, El-

ektronika Ir Elektrotechnika, Tom: 24, Zeszyt: 1, Strony: 11-16, 2018, ISSN: 

1392-1215, https://doi.org/10.5755/j01.eie.24.1.14244, (MNiSW = 15 pkt., IF 

= 0.684). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 
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A8. Chołodowicz E., Orłowski P.: Development of new hybrid discrete-time per-

ishable inventory model based on Weibull distribution with time-varying de-

mand using system dynamics approach, Computers & Industrial Engineering, 

Volume 154, 2021, 107151, ISSN 0360-8352, https://doi.org/10.1016/ 

j.cie.2021.107151, (MNiSW = 140 pkt., IF = 7.9). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A9. Chołodowicz E., Orłowski P.: Control of perishable inventory system with un-

certain perishability process using neural networks and robust multicriteria 

optimization. Bulletin of the Polish Academy of Sciences Technical Sciences, Vol. 

70, No. 3, 2022, DOI:10.24425/bpasts.2022.141182, (MNiSW = 100 pkt., IF = 

1.2). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A10. Chołodowicz, E., Orlowski, P.: Robust Control of Perishable Inventory with 

Uncertain Lead Time Using Neural Networks and Genetic Algorithm. In: 

Groen, D., de Mulatier, C., Paszynski, M., Krzhizhanovskaya, V.V., Dongarra, 

J.J., Sloot, P.M.A. (eds) Computational Science – ICCS 2022. ICCS 2022. Lecture 

Notes in Computer Science, vol 13350. Springer, Cham. 

https://doi.org/10.1007/978-3-031-08751-6_4, (MNiSW = 140 pkt.). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A11. Chołodowicz E., Orłowski P.: Switching robust neural network control of 

perishable inventory with fixed shelf life products under time-varying uncer-

tain demand, Journal of Computational Science, 2023, 102035, ISSN 1877-7503, 

https://doi.org/10.1016/j.jocs.2023.102035, (MNiSW = 100 pkt., IF = 3.3). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

A12. Chołodowicz E, Orłowski P.: Neural Network Control of Perishable Inven-

tory with Fixed Shelf Life Products and Fuzzy Order Refinement under Time-
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Varying Uncertain Demand. Energies. 2024; 17(4): 849, ISSN 1996-1073, 

https://doi.org/10.3390/en17040849, (MNiSW = 140 pkt., IF = 3.2). 

Indywidualny wkład Autorki rozprawy obejmuje: udział w opracowaniu kon-

cepcji, implementacji, przeprowadzeniu badań symulacyjnych, analizie wyni-

ków, sformułowaniu wniosków, przygotowanie manuskryptu artykułu i 

udział w opracowaniu odpowiedzi na recenzje. Szacowany udział wynosi 

50%. 

2.2. Pozostałe publikacje naukowe 
 

B1. Chołodowicz E., Orłowski P.: Low-cost air levitation laboratory stand using 

Matlab/Simulink and Arduino, Pomiary Automatyka Robotyka, Tom: 21, Ze-

szyt: 4, Strony: 33-39, 2017, ISSN: 1427-9126, DOI: 10.14313/PAR_226/33, 

(MNiSW = 8 pkt.). 

B2. Chołodowicz, E.,  Figurowski, D.: Mobile robot path planning with obstacle 

avoidance using particle swarm optimization. Pomiary Automatyka Robo-

tyka, Tom: 21, Zeszyt: 3, Strony: 59-68, 2017, ISSN: 1427-9126, OI: 

10.14313/PAR_225/59, (MNiSW = 8 pkt.). 

B3. Chołodowicz E., Orłowski P.: Minimax optimization of a fractional-order 

controller for the Furuta pendulum uncertain system with an output disturb-

ance, 2020 16th International Conference on Control, Automation, Robotics 

and Vision (ICARCV), 2020, Strony: 910-916, 

https://doi.org/10.1109/ICARCV50220.2020.9305343, (MNiSW = 140 pkt.). 

B4. Chołodowicz E., Orłowski P.: Furuta Pendulum Real-Time System with 

Brushless Dc Motor and Cascade Hybrid Control. 2020 16th International 

Conference on  Control, Automation, Robotics and Vision (ICARCV), 2020, 

Strony: 1123-1130, https://doi.org/10.1109/ICARCV50220.2020.9305463, 

(MNiSW = 140 pkt.). 

B5. Cholodowicz, E., Lisiecki, P.,  Lech, P.: Hybrid algorithm for the detection 

and recognition of railway signs. In Progress in Computer Recognition Systems 

11, Strony: 337-347, 2020, Springer International Publishing, 

https://doi.org/ 10.1007/ 978-3-030- 19738-4_34, (MNiSW = 15 pkt.). 

B6. Cholodowicz, E., Orlowski, P.: Optimization of a fractional order controller 

for the Furuta pendulum with an output disturbance using a genetic 

algorytmy, 2022 17th International Conference on Control, Automation, Ro-

botics and Vision (ICARCV), 2022, pp. 373-379, 

https://doi.org/10.1109/ICARCV57592. 2022.10004289, (MNiSW = 140 

pkt.). 
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ROZDZIAŁ 3 

Omówienie cyklu publikacji naukowych wcho-

dzących w skład rozprawy doktorskiej 

W skład przedstawionego cyklu publikacji wchodzi 12 artykułów opubliko-

wanych w czasopismach naukowych oraz materiałach międzynarodowych konfe-

rencji. Podjęto się następujących zagadnień: modelowania systemu magazyno-

wego, sterowania dystrybucją produktów oraz optymalizacji tego procesu w obli-

czu zmienności i niepewności warunków operacyjnych. W ramach weryfikacji 

przeprowadzono analizy porównawcze zaproponowanych rozwiązań z istnieją-

cymi gdzie wykorzystywano również dane pochodzące z rzeczywistych systemów 

dystrybucji.  

W ramach modelowania systemu magazynowego stworzono dwa modele. 

Pierwszy model to liniowy, dyskretny, dynamiczny model matematyczny systemu 

magazynowego z produktami trwałymi uwzględniający niestacjonarność opóźnień 

związanych z wykorzystywanymi środkami transportu [A1]. Z kolei, drugi model 

powstał, aby odpowiedzieć na problem zarzadzania produktami nietrwałymi [A8]. 

W porównaniu do pierwszego modelu, model ten uwzględnia m.in. polityki FIFO 

(ang. First-In-First-Out) oraz LIFO (ang. Last-In-First-Out). 

W kontekście sterowania i optymalizacji systemów dystrybucji skoncentro-

wano się na projektowaniu układów zdolnych do radzenia sobie z długotrwałymi, 

zmiennymi opóźnieniami oraz zmiennym popytem [A2, A3]. W celu weryfikacji 

opracowanych metod, przeprowadzono analizy porównawcze dotyczące układów 

sterowania [A4, A5, A7] oraz zastosowanych algorytmów optymalizacji wielokry-

terialnej [A6]. Następnie skupiono się na opracowaniu układów sterowania dedy-

kowanych do dystrybucji produktów nietrwałych, uwzględniających niepewności 
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związane z procesem psucia, opóźnieniami dostaw i zmiennością popytu [A9, A10, 

A11, A12]. 

3.1. Modelowanie systemu magazynowego  

Dotychczasowe badania nad systemami logistycznymi koncentrowały się na 

modelach zarządzania dystrybucją, które okazują się niewystarczające w obliczu 

wyzwań stawianych przez nowoczesne systemy dystrybucji. Współczesne systemy 

dystrybucyjne charakteryzują się złożonością i dynamicznością, co sprawia, że tra-

dycyjne, uproszczone modele zarządzania nie są już adekwatne, prowadząc do ob-

niżenia jakości świadczonych usług oraz zwiększenia kosztów operacyjnych. Dy-

namiczna złożoność nieliniowych modeli matematycznych, które opisują systemy 

magazynowe, znacząco ułatwia ich formalne badanie, lecz jednocześnie uniemożli-

wia znalezienie rozwiązania w sposób analityczny. W związku z tym, pojawia się 

konieczność symulacji takich systemów, uprzednio opisując procesy w nich zacho-

dzące za pomocą technik modelowania matematycznego. Dzięki temu możliwe jest 

testowanie offline technik sterowania zapasami, co w konsekwencji może prowa-

dzić do wyznaczenia optymalnych rozwiązań. Stąd jednym z  celów niniejszej pracy 

jest modelowanie systemu magazynowego, z uwzględnieniem jego specyfiki i po-

trzeb. 

3.1.1. Dynamiczny dyskretny model systemu magazynowego ze 

zmiennym w czasie opóźnieniem  

 

W pracy rozpoczynającej cykl publikacji [A1] opracowano dyskretny dyna-

miczny model matematyczny systemu magazynowego uwzględniający niestacjo-

narność występujących w systemie opóźnień związanych ze środkami transportu i 

procesem produkcyjnym. Na Rysunku 1 przedstawiono schemat blokowy modelo-

wanego systemu magazynowego.  

 
Rysunek 1. Schemat blokowy systemu magazynowego [A2]. 
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Kompletny dyskretny dynamiczny model można zapisać w następujący sposób: 

 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1

1 1

p

s s

x k q k x k u k

y k y k q k x k h k





= − − + −

= − + − −  − −
 (1) 

 

Przy założeniu, że znane są opóźnienia produkcyjne i transportowe, kolejno ,  p s   

oraz funkcja q(k) dla k będąca tzw. współczynnikiem wysyłki w chwili k, po-

wyższy model jest liniowym, niestacjonarnym, dyskretnym modelem układu dy-

namicznego. Funkcja popytu jest modelowana jako pewna, nieznana z góry ogra-

niczona funkcja czasu:  

 

  ( ) max0 d k d    (2) 

 

Gdzie maxd  oznacza maksymalną liczbę produktów, która może być sprzedana w 

jednostce czasu. 

Wartości sygnału d(k) mogą zmieniać się w czasie zgodnie z popytem na 

rynku. Sprzedane towary, które zostały wysłane z magazynu oznaczono jako h(k) 

zaś wielkość zapasów magazynowych to y(k). Z kolei, u(k) to ilość zamówionego 

zapasu uzupełniającego, zaś x(k) to liczba produktów oczekujących na wysyłkę.  Po-

prawność stworzonego modelu została zweryfikowana z wykorzystaniem symula-

cji komputerowych w środowisku Matlab/Simulink w warunkach skokowej, li-

niowo narastającej lub malejącej zmiany popytu. Model może zostać wykorzystany 

do syntezy  oraz optymalizacji układu sterowania systemem dystrybucji produk-

tów, w którym występują zmienne opóźnienia. 

 

3.1.2. Hybrydowy model systemu magazynowego z produktami nie-

trwałymi  

 

W ramach rozszerzenia opisu matematycznego systemu o produkty nie-

trwałe opracowano drugi model, zaprezentowany w pracy [A2]. Stworzono hybry-

dowy model systemu dystrybucji dla produktów nietrwałych (innymi słowy – psu-

jących się), których proces psucia może być opisany rozkładem Weibulla. Możliwe 

jest również uwzględnienie dni zamknięcia (dni wolnych od pracy – np.  weeken-

dów, świąt) oraz implementacja polityk wydawania produktów: FIFO oraz LIFO. 

W celu wykazania poprawności modelu przeprowadzono analizę działania modelu 
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z wykorzystaniem przykładowego scenariusza zapotrzebowania – oddzielnie dla 

dwóch rozpatrywanych polityk. W końcowym kroku, dokonano weryfikacji dzia-

łania modelu z wykorzystaniem danych rzeczywistych udostępnionych w bada-

niach [14] dotyczących procesów mikrobiologicznego psucia się dwóch rodzajów 

owoców przechowywanych w różnych temperaturach. Weryfikacja polegała na za-

daniu identyfikacji parametrów modelu w celu dopasowania modelu do danych 

eksperymentalnych.  

 

Podstawowe założenia leżące u fundamentu skonstruowanego modelu: 

1. Maksymalny okres ważności, oznaczony jako n, jest ustalony i znany a priori. 

W ciągu tego okresu, część produktów ulega degradacji zgodnie z rozkła-

dem Weibulla. Po upływie n dni wszystkie produkty z tej samej partii uznaje 

się za przeterminowane, co przekształca je w odpady niezdatne do sprze-

daży. Nie dokonuje się zastępowania utraconych jednostek produktów. 

2. Część nowej partii produktów wprowadzanych do magazynu może ulec ze-

psuciu podczas transportu. 

3. Popyt jest funkcją zmienną w czasie. 

4. Przestoje są dopuszczalne, jednak nie realizuje się zaległego zapotrzebowa-

nia w następnych okresach. 

5. W magazynie znajduje się jeden rodzaj produktu. 

 

Przechodząc do równań stanu modelu, można je sformułować następująco:  
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1 1

2 2 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1n n n n

x k w u k

x k w x k h k

x k w x k h k− −

 + = −


+ = − −


 + = − −

  (3) 

 

Zmienna stanu xi(k) przechowuje informacje dotyczące liczby produktów mających 

określony wiek i.  Ilość zamówienia u(k) oraz ilość sprzedanych produktów h(k) to 

nieujemna, rzeczywista liczba. Interpretacja wektora stanu x(k) jest zaprezentowana 

na Rysunku 2.   
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Rysunek 2. Interpretacja wektora stanu x(k).  

Źródło: Opracowanie własne. 

 

Wektor stanu reprezentuje liczbę produktów w wieku i dla danej chwili k  

gdzie i oznacza pozycje w wektorze stanu – im większe i, tym produkt jest starszy. 

Początek psucia jest definiowany przez parametr położenia  , który jest jednym z 

parametrów rozkładu Weibulla. Jeżeli s  , gdzie s to czas realizacji zamówienia 

uzupełniającego do magazynu, to proces psucia rozpoczyna się jeszcze przed do-

starczeniem produktu do magazynu, w przeciwnym przypadku może rozpocząć 

się w momencie dotarcia do magazynu lub później. Zakładając, że tempo pogorsze-

nia się zapasów podąża za rozkładem Weibulla, jego skumulowana funkcja roz-

kładu jest dana następującym wyrażeniem:  
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Gdzie: 0   jest parametrem kształtu, 0   jest parametrem skali, 0   jest pa-

rametrem położenia definiującym początek procesu psucia. Z kolei p jest zmienną 

definiującą okres psucia się. Współczynniki nietrwałości produktów wi ∈[0,1]  w 

wieku i są określone przez funkcję rozkładu Weibulla: 
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W Tabelach 1-2 zaprezentowano wynik symulacji modelu na przykładzie za-

stosowania kolejek FIFO i LIFO. Popyt w wybranym horyzoncie symulacji wynosi 

6 jednostek produktów. Zakłada się, że wielkość zamówienia u(k) to 1,5 jednostki, 

czas realizacji dostawy do magazynu wynosi s = 2 oraz maksymalny czas przydat-

ności produktów jest równy n = 5. Współczynniki rozkładu Weibulla przyjmują na-

stępujące wartości: β = 1,5, λ = 1, γ = s. 

 

Tabela 1. Wyniki symulacji opracowanego modelu z wdrożeniem polityki wydawania 

FIFO [A8]. 

i  ( )ix k  ( )id k  ( )ih k  ( )iw k  ( )iz k  ( )1ix k +  

1 
2 
3 
4 
5 

5 
4 
3 
2 
1 

0 
0 
0 
0 
6 

0 
0 
3 
2 
1 

0 
0,63 
0,84 
0,91 

1 

0 
2,53 

0 
0 
0 

1,5 
5 

1,47 
0 
0 

 

Tabela 2 ilustruje implementację polityki FIFO, gdzie produkty o najkrót-

szym okresie przydatności do spożycia (największe wartości i) są priorytetyzowane 

do sprzedaży jako pierwsze, co zobrazowano w trzeciej kolumnie hi(k). Analiza 

uwzględnia założone zmienne stanu, wskazując, że pięć najnowszych jednostek 

znajduje się aktualnie w transporcie do magazynu x1(k)=5. W okresie dostawy za-

potrzebowanie wynosi zero d1(k)=0. Stan magazynowy w wektorze stanu x(k) sta-

nowią wiersze i=2,3,4,5, który obejmuje 4 jednostki o wieku 2 dni, 3 jednostki o 

wieku 3 dni, 2 jednostki o wieku 4 dni oraz najstarszą jednostkę w wieku 5 dni. 

Sprzedane jednostki reprezentowane są przez hi(k), co odpowiada 6 jednostkom naj-

starszych produktów. W konsekwencji, w następnym dniu, około 1,47 (4-2,53) z 4 

jednostek dwudniowych pozostaje w magazynie, gdyż pozostała część uległa ze-

psuciu, co przedstawia wartość zmiennej z2(k), zgodnie z przyjętymi wartościami 

współczynników dla rozkładu Weibulla wi. Dodatkowo, do magazynu dostarczono 

5 jednostek, a kolejne zamówienie 1,5 jednostki jest w trakcie dostawy. Wyniki sy-

mulacji modelu z zaimplementowaną polityką LIFO przedstawiono w Tabeli 2. 
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Tabela 2. Wyniki symulacji opracowanego modelu z wdrożeniem polityki wydawania 

LIFO [A8]. 

i  ( )ix k  ( )id k  ( )ih k  ( )iw k  ( )iz k  ( )1ix k +  

1 
2 
3 
4 
5 

5 
4 
3 
2 
1 

0 
6 
0 
0 
0 

0 
4 
2 
0 
0 

0 
0,63 
0,84 
0,91 

1 

0 
0 

0,84 
1,81 

1 

1,5 
5 
0 

0,16 
0,19 

 

W analizowanym przypadku, stosując zasadę LIFO w przeciwieństwie do 

FIFO, najpierw sprzedaje się produkty najnowsze, które znajdują się na stanie ma-

gazynowym, tj. i > 1. W konkretnym scenariuszu, sprzedano cztery jednostki pro-

duktu, które stanowiły najświeższy dostępny zapas. Dwie pozostałe jednostki, po-

trzebne do zaspokojenia zapotrzebowania klienta na łącznie sześć produktów, zo-

stały pobrane ze starszych zapasów. W rezultacie, w magazynie pozostają 3 jed-

nostki produktu, z których w kolejnym cyklu 2,65 jednostek ulega procesowi psu-

cia, a w magazynie zostaje zaledwie 0,35 jednostek (0,16+0,19). Można obserwować, 

że stosowanie zasady LIFO skutkuje zwiększonym ryzykiem psucia się produktów, 

gdyż najstarsze jednostki pozostają w magazynie na dłużej, będąc sprzedawanymi 

jako ostatnie. 

W kolejnym etapie przeprowadzono dopasowanie modelu do rzeczywistych 

danych uzyskanych z badań nad świeżo pokrojonymi melonami przechowywa-

nymi w temperaturze 7°C i 15°C. Otrzymane wyniki porównano z klasycznym mo-

delem psucia się produktów zaprezentowanym w pracy [22]. Na Rysunku 3 przed-

stawiono uzyskane wyniki, które pokazują, że proponowany model (oznaczony 

jako WM – ang. Weibull deterioration model) lepiej dopasowuje się do rzeczywi-

stych danych niż model powszechnie używany w literaturze – oznaczony jako DM 

(ang. Deterioration rate of stock model). Znacząca poprawa w modelowaniu jest 

zauważalna szczególnie przy wyższych temperaturach (15°C). 
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Rysunek 3.  Znormalizowana ilość zepsutych produktów zc podczas eksperymentu oraz 

odpowiedzi modeli dla produktów przechowywanych w temperaturze 7°C  i 15°C [A8]. 

  

Rysunek 3 ilustruje, że obserwowane wyniki są zbliżone dla obu analizowa-

nych modeli w przypadku produktów przechowywanych w temperaturze 7°C. 

Niemniej jednak, model WM wykazuje wyższą precyzję dopasowania do danych 

eksperymentalnych w temperaturze 15°C w porównaniu z modelem DM. Dodat-

kowo, zgodnie z modelem WM i danymi dla temperatury 15°C, pełne zepsucie całej 

partii zamówionych produktów następuje w identycznym momencie czasowym, k 

= 14. Natomiast, dla modelu DM, próbki są klasyfikowane jako zepsute dopiero po 

upływie  21 dni.  

Jedną z ważnych zalet opracowanego modelu jest to, że umożliwia uwzględ-

nienie szerokiego zakresu właściwości systemów magazynowych, takich jak pro-

cesy psucia się towarów podczas transportu, dni zamknięcia, opóźnienia w dosta-

wach, losową i stałą trwałość produktów, polityki wydawania FIFO, LIFO. Co wię-

cej, struktura modelu może być łatwo dostosowana do celów prognozowania, op-

tymalizacji oraz sterowania. 

 

3.2. Sterowanie procesem dystrybucji produktów trwa-

łych 

W odpowiedzi na problemy związane z zarządzaniem procesem dystrybucji 

w warunkach długich opóźnień i zmian zapotrzebowania, kolejne etapy badań 

skoncentrowały się na systemach sterowania przedstawionych w publikacjach [A2, 

A3]. Do badań symulacyjnych przyjęto model opracowany w [A1]. W pracy [A2] 
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zaproponowano układ sterowania dla systemu magazynowego polegający na ad-

aptacji predyktora Smitha dla układu niestacjonarnego z ograniczeniami sygnałów 

oraz z optymalizacją parametrów układu z wykorzystaniem algorytmu genetycz-

nego. Dążąc do ulepszenia klasycznych metod zarządzania zapasami, w publikacji 

[A2] przedstawiono modyfikacje metody cyklu zamawiania [23], które zapewniają 

wyższą efektywność w kontekście zmiennego zapotrzebowania i długich opóźnień. 

3.2.1. Sterowanie procesem dystrybucji produktów trwałych z wyko-

rzystaniem predyktora Smitha  

 

Warto podkreślić, że w klasycznym układzie sterowania, zaprojektowanym 

bez uwzględnienia opóźnień, ich późniejsze występowanie może negatywnie 

wpływać na jakość procesu sterowania. W odpowiedzi na wyzwania związane ze 

znaczącymi opóźnieniami transportowymi, zastosowano specjalne rozwiązania ta-

kie jak predyktor Smitha. Jest to rodzaj regulatora predykcyjnego, szczególnie efek-

tywny w systemach charakteryzujących się długimi i nieuniknionymi opóźnie-

niami.   

Głównym osiągnięciem pracy [A2] jest opracowanie struktury klasycznego układu 

sterowania, wzbogaconej o zmodyfikowany predyktor Smitha. Zaproponowana 

struktura układu sterowania systemem dystrybucji produktów jest przedstawiona 

na Rysunku 4.  

 

 

Rysunek 4. Schemat blokowy układu sterowania dla systemu magazynowego ze zmody-

fikowanym predyktorem Smitha [A2]. 
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W oparciu o koncepcje sterowania dla układów z opóźnieniami z wykorzystaniem 

zmodyfikowanego predyktora Smitha przyjęto, że przybliżony model układu bez 

opóźnień dany jest w następującej postaci: 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ 1 1p py k y k u k h k= − + − −   (6) 

 

zaś model opóźnienia zmiennego w czasie można zapisać następująco: 

 

  ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ1 1 1p px k q k x k y k = − − + − +  (7) 

 

  ( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ1 s sy k q k x k = − − −   (8) 

 

W obliczu wystąpienia opóźnienia dla wejścia u(k) oraz jego braku dla wejścia d(k), 

tradycyjne przekształcenie modelu systemu magazynowego z opóźnieniem do ka-

skadowego połączenia modelu bez opóźnienia i modelu opóźnienia nie jest moż-

liwe do zastosowania w sposób charakterystyczny dla klasycznej struktury predyk-

tora Smitha przeznaczonego dla układów jednowejściowych i jednowyjściowych. 

W zaproponowanym rozwiązaniu zaimplementowano zmodyfikowaną konfigura-

cję układu sterowania dla systemów z długimi opóźnieniami, korzystając z koncep-

cji predyktora Smitha w połączeniu z przybliżonym modelem obiektu bez opóźnień 

dla systemu z dwoma wejściami i jednym wyjściem, gdzie opóźnienie występuje 

tylko na wejściu u(k). Z uwagi na uproszczony charakter modelu bez opóźnień w 

zaproponowanej konfiguracji, sygnał ŷ(k) nie odzwierciedla z precyzją sygnału wyj-

ściowego y(k) z obiektu regulacji w pełnym horyzoncie czasowym. W odpowiedzi 

na to ograniczenie, opracowano zmodyfikowaną strukturę układu regulacji. Struk-

tura ta została wzbogacona o dodatkowe wzmocnienie k3, które nie jest obecne w 

klasycznych systemach sterowania wykorzystujących predyktor Smitha.   

W ramach weryfikacji funkcjonalności zaprojektowanego układu sterowania prze-

prowadzono badania symulacyjne. W symulacji przyjęto, że model dynamiczny 

charakteryzuje się niestacjonarnością oraz znacznymi opóźnieniami, zarówno sta-

łymi, jak i zmiennymi. Zadaniem optymalizacji była minimalizacja ważonej funkcji 

celu zawierającej dwie składowe: koszt utraconych szans sprzedaży (innymi słowy 

przestojów) oraz koszt zajmowanej powierzchni magazynowej. Dodatkowo, w sy-

mulacjach uwzględniono zmienną w czasie dynamikę zapotrzebowania na rynku, 

reprezentowaną przez funkcję d(k), którą przedstawiono na Rysunku 5 wraz z wy-

pracowanym przez regulator sygnałem zamówień u(k) oraz stanów magazyno-

wych y(k) dla całego horyzontu symulacji. 
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Rysunek 5. Funkcja zapotrzebowania rynkowego d(k), przebieg zamówień u(k) oraz stan 

zapasów magazynowych y(k) [A2]. 

 

Na przebiegu y(k) widać, że maksima lokalne występują w chwili dostarcze-

nia zamówienia do magazynu. Ze względu na znaczne opóźnienie transportowe 

występujące w systemie (14 dni), utrzymywane są wysokie stany magazynowe. Ob-

serwuje się, że sygnał zamówień u(k) odzwierciedla profil sygnału zapotrzebowa-

nia.  

Na podstawie przeprowadzonych badań empirycznych z zastosowaniem 

dynamicznego, dyskretnego modelu magazynu z niestacjonarnymi opóźnieniami, 

wykazano, że wartość zapasów magazynowych y(k) nadąża w sposób w przybliże-

niu liniowy za popytem d(k), co zapewnia ciągłość procesu dystrybucji oraz mini-

malizacje zajmowanej powierzchni magazynowej. 

 

3.2.2. Metoda cyklu zamawiania z adaptacyjnym maksymalnym po-

ziomem zapasów dla układów z długimi opóźnieniami dostaw  

 

W pracy [A3] opracowano modyfikacje algorytmu sterowania zapasami 

zwanego metodą cyklu zamawiania (ang. Re-Order Cycle, w skrócie ROC) popra-

wiającą jakość sterowania systemem magazynowym z dużymi opóźnieniami i 

zmiennym popytem. Modyfikacja polega na dodaniu właściwości adaptacyjnych, 
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które pozwalają na dostosowanie maksymalnego poziomu zapasów do zapotrze-

bowania oraz co za tym idzie – na poprawę jakości sterowania. Ponadto, przedmio-

tem analizy był wpływ sterowania na efekt tzw. „byczego bicza”. Efekt byczego 

bicza polega na tym, że niewielkie zmiany popytu, powodują coraz większe fluk-

tuacje w zamówieniach na wyższych poziomach łańcucha dostaw [24]. Istotne jest 

podejmowanie działań zmniejszających ten efekt, gdyż prowadzi on do niestabil-

ności operacyjnej, która przejawia się  m.in. w postaci utrzymywania zwiększonych 

zapasów, spadku poziomu obsługi klientów oraz nieefektywnego wykorzystania 

zasobów [25]. 

Metoda cyklu zamawiania, w której co dany okres c(k) generowane jest za-

mówienie uzupełniające u(k) do określonego poziomu maksymalnego zapasów 

[23], przedstawiona jest na Rysunku 6 wraz z zaproponowaną modyfikacją. Układ 

został określony jako: metoda cyklu zamawiania z maksymalnym poziomem zapa-

sów (PIS-AMIL  – ang. periodic inventory system with adaptive maximal inventory 

level). 

 
Rysunek 6. Schemat blokowy układu sterowania dla metody cyklu zamawiania z adapta-

cyjnym maksymalnym poziomem zapasów [A3]. 

 

Zastosowanie układu sterowania z niezmiennym maksymalnym poziomem 

zapasów jest właściwe w przypadkach, gdzie popyt pozostaje stały lub nie ulega 

znaczącym zmianom w czasie. Dlatego też, w przypadku zmiennego popytu, układ 

ten można zmodyfikować dodając do niego właściwości adaptacyjne. W zapropo-

nowanym układzie sterowania PIS-AMIL, wprowadzono współczynnik k2 w celu 

umożliwienia adaptacji w zależności od popytu rynkowego d(k) . Oba współczyn-

niki k1 oraz k2 tworzą afiniczną funkcję maksymalnego poziomu zapasów w zależ-

ności od popytu rynkowego, gdzie aktualny stan zapasów oznaczony jest jako y(k). 

W Tabeli 3 zestawiono otrzymane w procesie optymalizacji wartości funkcji celu 

oraz parametrów układów z klasyczną metodą cyklu zamawiania (CPIS – ang. pe-

riodic inventory system) oraz PIS-AMIL dla różnych wartości wagi w1 kosztu prze-

stojów j1. Z kolei, waga w2 odpowiada za udział kosztu zajmowanej przestrzeni ma-

gazynowej j2 w funkcji celu j.  
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Tabela 3. Wartości parametrów układów CPIS oraz PIS-AMIL otrzymane w procesie opty-

malizacji wraz z wartościami funkcji celu j dla różnych wartości wagi w1 kosztu przestojów 

[A3]. 

w1 CPIS PIS-AMIL 

k1 [x104] j [x103] k1 k2 j [x103] 

40 1,21 8,77 1,06e-4 27,3 3,28 
60 1,24 9,79 44,6 27,5 3,61 

80 1,28 10,7 40,2 27,5 3,91 

110 1,44 11,9 32,4 27,7 4,34 

150 1,47 13,0 44,0 27,6 4,93 

200 1,47 14,2 439 31,4 6,13 

280 1,71 15,1 31,7 27,7 6,78 

380 1,98 16,0 395 36,9 7,66 

530 1,98 16,3 374 36,9 8,24 

730 2,09 16,5 392 36,9 8,99 

1000 2,09 16,5 413 36,9 9,99 

 

Obserwuje się przewagę rozwiązań PIS-AMIL nad CPIS – średnia poprawa 

wynosi 56% dla rozpatrywanych scenariuszy wag oraz popytu. Wskazuje to na re-

dukcję incydentów związanych z niedoborami oraz nadmiarem zapasów w sto-

sunku do klasycznej metody cyklu zamawiania. Co więcej, układ CPIS osiąga naj-

wyższą wartość wskaźnika efektu „byczego bicza” biorąc pod uwagę cały zakres 

rozpatrywanych wartości wagi w1.  

Podsumowując, rezultaty badań potwierdzają, że wprowadzona modyfika-

cja klasycznego modelu cyklu zamawiania poprzez integrację właściwości adapta-

cyjnych znacząco zwiększa skuteczność sterowania dystrybucją produktów w 

szczególności, w warunkach zmian popytu i długich opóźnień. 

 

3.3 Analiza metod sterowania dystrybucją produktów 

trwałych  

W celu szczegółowej analizy podejść stosowanych do sterowania dystrybu-

cją produktów, prace [A4, A5, A7] zostały poświęcone analizie jakości sterowania 

w obliczu zmiennych i długich opóźnień [A4, A7] oraz w warunkach zaburzonego 

popytu [A5]. Koncentracja na wnikliwej analizie porównawczej pod kątem wielo-

kryterialnym, jak prezentują prace [A4, A5], oraz jednokryterialnym, jak w pracy 

[A7], pozwoliła na uzyskanie kompleksowego obrazu efektywności poszczegól-

nych podejść. Praca [A7] służy jako podsumowanie analiz układów sterowania roz-

ważanych w poprzednich pracach, szczególnie w kontekście produktów trwałych. 
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3.3.1. Porównanie metody punktu zamawiania oraz metody z regula-

torem PD i predyktorem Smitha w warunkach zmiennych opóźnień  

 

Pracę otwierającą serię analiz porównawczych stanowi publikacja [A4], w 

której wykazano poprawę jakości sterowania systemem dystrybucji produktów z 

zastosowaniem regulatora PD ze zmodyfikowanym predyktorem Smitha i adapta-

cyjnym referencyjnym poziomem zapasów (PD-SP-ARSL – ang. proportional-

derivative inventory control system with Smith predictor and adaptive reference 

stock level) w stosunku do klasycznej metody punktu zamawiania z adaptacyjnym 

poziomem zamówień (PIS-AOQL – ang. perpetual inventory system with adaptive 

order quantity level). W analizie porównawczej wykorzystano wartości kryteriów 

przyjętych do optymalizacji: liczba przestojów j1 oraz zajmowana przestrzeń maga-

zynowa j2. Na Rysunku 7 przedstawiono schemat blokowy regulatora metody 

punktu zamawiania z adaptacyjnym poziomem zamówień. 

 
Rysunek 7. Schemat blokowy metody punktu zamawiania z adaptacyjnym poziomem za-

mówień [A4]. 

 

Próg k3 określający moment zamówienia jest stały, ale okres pomiędzy kolej-

nymi zamówieniami, wielkość partii i maksymalny poziom zapasów są zmienne 

(maksy-malny poziom zapasów zależy od zapotrzebowania). Parametry k1 oraz  k2  

tworzą funkcję afiniczną wielkości dostawy w zależności od zapotrzebowania 

rynku. Dodatkowo porównano też działanie metody punktu zamawiania z adapta-

cyjnym poziomem zamówień z uwzględnieniem mechanizmu pracy w toku (WIP 

– ang. work-in-progress). Na Rysunku 8 przedstawiono uzyskane fronty Pareto w 

wyniku optymalizacji dwu-kryterialnej dla różnych wartości opóźnień dostaw τ. 

Wyniki uzyskane dla metody punktu zamawiania oznaczone są jako A, zaś z me-

chanizmem WIP jako A’. Z kolei, rozwiązania uzyskane dla regulatora PD ze zmo-

dyfikowanym predyktorem Smitha i adaptacyjnym referencyjnym poziomem za-

pasów oznaczone są literą B.  
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Rysunek 8. Fronty Pareto oraz wybrane punkty dla systemu sterowania magazynem z 

różnymi opóźnieniami dostaw produktów [A4]. 

 

Jak można zauważyć na Rysunku 8 a), b), niemal wszystkie rozwiązania A 

są zdominowane przez rozwiązania B dla wszystkich rozważanych opóźnień, z wy-

jątkiem sytuacji, gdy j1 < 2 i j2 > 5200 dla τ = 28, gdzie widoczna jest sytuacja prze-

ciwna. Jednakże ze względu na znacznie wysoką wartość kosztów utrzymania za-

pasów, czyli wartość j2, te rozwiązania nie są istotne z praktycznego punktu widze-

nia. Analizując fronty Pareto dla najmniejszego z rozpatrywanych opóźnień τ = 2 

(Rysunku 8 b), można zauważyć, że rozwiązania A, A’ oraz B są zbliżone, przy 

czym należy zaznaczyć, iż przewaga rozwiązań B zmniejsza się dla większych 

opóźnień. Dla opóźnienia τ = 2, średnia przewaga rozwiązań B nad A i A’ wynosi 

około 65%, zaś dla τ = 2 około 41%.  

Podsumowując, zjawisko niedoborów zapasów i wysokich kosztów ich 

utrzymania występuje rzadziej w układzie ze zmodyfikowanym predyktorem Smi-

tha niż w układach sterowania opartych o metodę punktu zamawiania.  Zaobsero-

wano, że dodanie mechanizmu pracy w toku do układu z metodą punktu zama-

wiania prowadzi do poprawy  jakości systemu dystrybucji, niemniej jednak wyniki 

te są nadal zdominowane przez rezultaty uzyskane dla układu ze zmodyfikowa-

nym predyktorem Smitha. 

3.3.2. Porównanie metody cyklu zamawiania oraz metody z regulato-

rem PD i predyktorem Smitha w warunkach zaburzonego popytu  

 

W kolejnej pracy [A5] zaprezentowano opracowany układ sterowania, który 

poprawia jakość sterowania w warunkach stochastycznego zaburzenia sygnału za-

potrzebowania. Dokonano analizy porównawczej układów pod kątem występowa-

nia zaburzeń sygnału zapotrzebowania o charakterze stochastycznym: metody 

a) b) 
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cyklu zamawiania z adaptacyjnym maksymalnym poziomem zapasów oraz regu-

latora PD i predyktora Smitha z adaptacyjnym referencyjnym poziomem zapasów. 

Analizę wykonano na wynikach uzyskanych z procesu optymalizacji wielokryte-

rialnej przy wykorzystaniu kryteriów j1, j2 opisanych w podsekcji 3.3.1. Na Rysunku 

9 przedstawiono schemat przyjętego w pracy [A5] systemu magazynowego.  

 

 
Rysunek 9. Schemat blokowy systemu magazynowego [A5]. 

 

Schemat przedstawia podstawowe elementy systemu magazynowego, w 

tym opóźnienia oraz zakłócenia, gdzie jak w poprzednich pracach, d(k) reprezentuje 

zapotrzebowanie na produkty z magazynu. W badaniach symulacyjnych przyjęto  

zmienną w czasie dynamikę zapotrzebowania z uwzględnieniem stochastycznego 

zaburzenia multiplikatywnego o wariancjach σ2 równych 0, 0,005 oraz 0,1. Na Ry-

sunku 10 przedstawiono wykresy frontów Pareto, gdzie na osi j1 umieszczono koszt 

przestojów, a na osi j2 koszt utrzymania zapasów dla trzech różnych wartości wa-

riancji. Rozwiązania otrzymane dla metody cyklu zamawiania będą dalej ozna-

czone literą A, natomiast te uzyskane dla metody z regulatorem PD i predyktorem 

Smitha literą B. 

 
Rysunek 10. Fronty Pareto oraz punkty wyznaczone na podstawie kryteriów dla 

trzech wybranych wariancji zakłóceń [A5]. 
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W celu ilościowego porównania wszystkich uzyskanych rozwiązań Pareto, 

obliczono powierzchnie pomiędzy krzywymi reprezentującymi rozwiązania dla 

obydwu układów przy tej samej wartości wariancji. Następnie określono dwie pro-

porcje: pierwsza dla wariancji 0,005 i 0, wynosząca 11, oraz druga dla wariancji 0,01 

i 0,005, wynosząca 5,5. Wyniki te ukazują rosnącą przewagę metody z regulatorem 

PD i predyktorem Smitha nad metodą cyklu zamawiania w miarę wzrostu warian-

cji, co wskazuje na lepszą odporność na zakłócenia. Porównując, wykorzystanie re-

gulatora PD z predyktorem Smitha generuje niższe koszty utrzymania zapasów 

oraz niższe koszty z tytułu niedoborów zapasów w stosunku do metody cyklu za-

mawiania. 

 

3.3.3. Porównanie metod sterowania w warunkach długich zmien-

nych opóźnień 

 

Pracą zamykającą cykl analiz porównawczych układów sterowania proce-

sem dystrybucji dedykowaną w szczególności dla produktów trwałych jest artykuł 

[A7]. W pracy dokonano analizy zarządzania  zapasami w warunkach długich i 

zmiennych opóźnień dla następujących metod: metody cyklu zamawiania z adap-

tacyjnym maksymalnym poziomem zapasów (PIS-AMIL), metody punktu zama-

wiania z adaptacyjnym poziomem zamówień (PIS-AOQL), metody z regulatorem 

PD z predyktorem Smitha oraz adaptacyjnym referencyjnym poziomem zapasów 

(PD-SP-ARSL). Wykazano przewagę rozwiązań otrzymanych dla zaproponowa-

nego układu sterowania PD-SP-ARSL nad rozwiązaniami dla układów PIS-AMIL i 

PIS-AOQL pod kątem wartości kryteriów jakości j1, j2, tj. odpowiednio kosztu prze-

stojów i zajmowanej powierzchni magazynowej.  

W badaniach symulacyjnych przyjęto dwa scenariusze sygnału zapotrzebo-

wania. Pierwszym z nich jest sygnał trapezoidalny, w którym po k=300 zapotrzebo-

wanie na produkty wzrasta liniowo o 6 produktów dziennie przez 100 dni, a potem 

pozostaje stałe przez kolejne 200 dni. Od k=600 popyt zmniejsza się o 1,5 produktu 

dziennie aż do k=700, następnie pozostaje stały aż do końca scenariusza tj. k=1000.  

Drugi scenariusz obejmuje sygnał prostokątny charakteryzujący się skokowymi 

zmianami zapotrzebowania – są to skokowe wzrosty i spadki popytu przeplatane 

okresami stałego popytu. Strojenie układów przeprowadzono z wykorzystaniem 

algorytmu genetycznego.  

W szczególności, w przypadku trapezoidalnego sygnału zapotrzebowania 

klientów, wyniki uzyskane przez pozostałe analizowane układy sterowania oka-

zały się być zdominowane przez układ PD-SP-ARSL. Dominacja ta jest 
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zilustrowana na wykresie wartości kryteriów j1 oraz j2 funkcji celu, które zostały 

przedstawione na Rysunku 11, wykresie a). 

  
Rysunek 11. Fronty Pareto uzyskane dla trapezoidalnego a) oraz prostokątnego b) sy-

gnału zapotrzebowania, układy są kolejno oznaczone jako: PIS-AMIL – niebieskie trój-

kąty, PIS-AOQL – zielone krzyżyki,  PD-SP-ARSL –  żółte kwadraty [A7]. 

 

Można zauważyć, że rozwiązania a) dla układu PD-SP-ARSL zapewniają 

najniższe koszty przestojów j1 oraz zajmowanej przestrzeni magazynowej j2. W 

szczególności, wyraźna przewaga układu PD-SP-ARSL nad układami PIS-AMIL i 

PIS-AOQL w aspekcie minimalizacji kosztów przestojów, reprezentowanych przez 

kryterium j1, intensyfikuje się w miarę obniżania się kosztów zajmowanej po-

wierzchni magazynowej j2. Z drugiej strony, w kontekście popytu b), system PD-

SP-ARSL osiąga najniższe koszty zajmowanej powierzchni magazynowej. Jed-

nakże, w odniesieniu do kosztów utraconych szans sprzedaży, system PIS-AOQL 

uzyskuje niewielką przewagę. Z uwagi na zbliżone wartości wskaźnika kosztu j1, 

można stwierdzić, że oba układy charakteryzują się porównywalnymi kosztami 

przestojów. Przechodząc, do omówienia wyników otrzymanych dla odpowiedzi 

czasowych, na Rysunku 12 zaprezentowano poziom utrzymywanych zapasów dla 

trapezoidalnego sygnału zapotrzebowania. 

a) b) 
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Rysunek 12. Poziom zapasów y(k) dla trapezoidalnego sygnału zapotrzebowania [A7]. 

 

Można zatem stwierdzić, że układ PD-SP-ARSL charakteryzuje się lepszą od-

pornością na zmiany w założonym scenariuszu zapotrzebowania klientów. Układ 

PD-SP-ARSL utrzymuje najniższy średni poziom zapasu spośród rozpatrywanych 

układów sterowania. Co więcej, poziom ten jest wystarczający dla zmieniającego 

się sygnału zapotrzebowania rynkowego, co pozwala na osiągnięcie niższych kosz-

tów przestojów. 

3.4. Analiza efektywności algorytmów optymalizacji 

wielokryterialnej w zastosowaniu do automatycz-

nego sterowania zapasami  

Z uwagi na złożoność zadania optymalizacji w kontekście systemów dystry-

bucji produktów, niezbędne jest stosowanie metod optymalizacyjnych do ustalania 

optymalnych wartości parametrów układów sterowania, ponieważ analityczne wy-

znaczenie optymalnego rozwiązania jest niemożliwe. Dodatkowo, wielowymiaro-

wość przestrzeni potencjalnych rozwiązań sprawia, że przeszukiwanie tej prze-

strzeni staje się procesem czasochłonnym. W celu identyfikacji algorytmu optyma-

lizacji charakteryzującego się lepszą efektywnością, w pracy [A6] dokonano analizy 

porównawczej dwóch standardowych algorytmów wykorzystywanych w optyma-

lizacji wielokryterialnej: SPEA2 (ang. Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2)  

oraz NSGA-II (ang. Nondominated Sorting Genetic Algorithm II). 

W artykule [A6] poddano analizie efektywność SPEA2 i NSGA-II w zastosowaniu 

do optymalizacji układu sterowania systemem dystrybucji w ujęciu wielokryterial-

nym. Do oceny przyjęto powszechnie akceptowaną miarę jakości używaną do po-

równywania aproksymacji frontów Pareto, tzw. wskaźnik hiperobjętości (ang. hy-

pervolume indicator, HYP), zwany inaczej metryką S (ang. S-metric). Do symulacji 
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wykorzystano zaproponowaną metodę sterowania z regulatorem PD i zmodyfiko-

wanym predyktorem Smitha. Przyjęto trapezoidalny scenariusz sygnału zapotrze-

bowania. 

W badaniach nad optymalizacją niestacjonarnego systemu dystrybucji pro-

duktów, gdzie występują zmienne w czasie popyty i opóźnienia w transporcie oraz 

produkcji, zauważono, że algorytm SPEA2 osiąga lepsze wyniki w porównaniu do 

NSGA-II. SPEA2 szybciej odnajduje najlepszy front Pareto wg. wskaźnika HYP. Na 

Rysunku 13 przedstawiono wartości wskaźnika HYP w zależności od liczby iteracji 

oraz rozmiaru populacji, kolejno a) dla algorytmu SPEA2 oraz b) dla algorytmu 

NSGA-II.  

  
Rysunek 13. Wartość wskaźnika hiperobjętości w zależności od liczby iteracji (Iteration 

number) oraz rozmiaru populacji (Population size) dla algorytmu SPEA2 a) oraz dla algo-

rytmu NSGA-II b) [A6]. 

 

Zaobserwować można, że algorytm SPEA2 wymaga około 70 iteracji do osią-

gnięcia maksymalnych wartości metryki HYP. Cechą szczególną SPEA2 jest zdol-

ność do osiągania najwyższych wartości HYP już przy małej liczbie iteracji (poniżej 

10), kiedy liczba osobników w populacji przekracza 40. W przeciwieństwie do 

SPEA2, NSGA-II nie osiąga tak efektywnych wyników przy małej liczbie iteracji, 

nawet w przypadku dużych populacji (około 80 osobników). NSGA-II notuje naj-

lepsze wyniki przy dużej populacji (więcej niż 40 osobników) oraz licznej liczbie 

iteracji (powyżej 40). Ponadto, interesującym zjawiskiem jest, że HYP dla NSGA-II 

spada do niemal zerowych wartości dla populacji pięcioosobowej, mimo wzrostu 

liczby iteracji, podczas gdy SPEA2 w tych samych warunkach osiąga znacznie wyż-

sze wartości HYP. 

Podsumowując, stwierdzono, że dla automatycznego systemu sterowania 

zapasami, algorytm SPEA2 osiąga lepsze wyniki niż NSGA-II w rozważanym sce-

nariuszu popytu. W szczególności, SPEA2 jest skuteczniejszy niż NSGA-II, gdy 

a) b) 
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liczebność populacji oraz liczba iteracji są niewielkie. SPEA2 szybciej znajduje naj-

lepszy front Pareto, ale jakość tego frontu zależy głównie od liczby iteracji. Jed-

nakże, gdy liczba iteracji i osobników jest wysoka, wyniki obu algorytmów są po-

dobne. 

3.5. Sterowanie procesem dystrybucji produktów nie-

trwałych 

Systemy dystrybucji produktów nie tylko muszą radzić sobie ze zmiennymi 

i przedłużającymi się opóźnieniami w produkcji i dostawach oraz ze zmianami po-

pytu, ale również coraz większe znaczenie zyskuje ryzyko pogorszenia jakości pro-

duktów spowodowane naturalnymi procesami deterioracji. W odpowiedzi na te 

wyzwania, badania [A9, A10, A11, A12] skupiają się na problematyce sterowania 

systemami dystrybucji z produktami nietrwałymi, podatnymi na deterministyczne 

i stochastyczne procesy psucia. Prace te koncentrują się na opracowaniu metod za-

rządzania systemami dystrybucji uwzględniających niepewne procesy psucia [A9], 

niepewne opóźnienia czasu realizacji zamówień [A10], oraz niepewny popyt [A11, 

A12]. 

3.5.1. Sterowanie procesem dystrybucji produktów nietrwałych z 

niepewnym procesem psucia się z wykorzystaniem sieci neurono-

wych i wielokryterialnej optymalizacji odpornej  

 

W pracy [A9] opracowano metodę zarządzania systemami dystrybucji pro-

duktów nietrwałych z niepewnym procesem psucia, opartej na rozkładzie Weibulla 

oraz regulatorach wykorzystujących sieci neuronowe. Dokonano implementacji 

sieci neuronowej oraz zastosowano odporną optymalizacje wielokryterialną do 

problemu sterowania systemem dystrybucji produktów nietrwałych o niepewnych 

parametrach. Wykazano, również przewagę zaproponowanej metody nad podej-

ściem nieuwzględniającym niepewności nietrwałości produktów na etapie optyma-

lizacji. Zaproponowaną strukturę modelu optymalizacyjnego dla układu z niepew-

nym procesem psucia przedstawiono na Rysunku 14.  
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Rysunek 14.  Zaproponowana struktura modelu optymalizacyjnego dla układu z niepew-

nym procesem psucia [A9]. 

 

Proces optymalizacji systemu rozpoczyna się od zadania meta-optymalizacji. 

Meta-optymalizacja jest wykorzystywana do wyboru optymalnej liczby neuronów 

w warstwie ukrytej. Zakłada się, że dla meta-optymalizacji rozważanych jest pięć 

różnych liczb neuronów: n={1,2,3,4,5}. Następnie, po wyborze liczby neuronów n, 

rozpoczyna się proces uczenia regulatora sieci neuronowej. Dla procesu uczenia ge-

nerowany jest zestaw wektorów stanów początkowych dla modelu systemu maga-

zynowego [A2] przy użyciu zbioru losowych liczb. Zestaw uczący składa się z róż-

nych scenariuszy stanów zapasów. Biorąc pod uwagę cały zakres założonych wa-

runków początkowych, obliczana jest suma kosztów wskaźników jakości: przesto-

jów Jh oraz koszt utrzymania nadmiaru zapasów ponad zapotrzebowanie Jy. W ten 

sposób jakość jest oceniana nie tylko na podstawie pojedynczego scenariusza, ale 

na podstawie zbioru scenariuszy popytu. 

Opracowany regulator sieci neuronowej składa się z trzech warstw: wejścio-

wej, ukrytej oraz wyjściowej. Przyjęto, iż opracowana sieć posiada jedną warstwę 

ukrytą, która zawiera n neuronów. Warstwa ukryta korzysta z liniowej funkcji 

przejścia z nasyceniem (satlin), natomiast na warstwie wyjściowej zastosowano do-

datnią, liniową funkcję przejścia (poslin) nazywaną również ReLu (ang. Rectified 

Linear Unit). Wejście regulatora sieci neuronowej stanowi wektor stanu 𝐱(𝑘) ∈ ℝ≥0, 

który reprezentuje liczbę produktów mających różny wiek i. Wyjście sieci neurono-

wej to sygnał sterujący 𝑢(𝑘) ∈ ℝ≥0, który jest generowaną ilością zamówienia w celu 
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zaspokojenia zapotrzebowania 𝑑(𝑘) ∈ ℝ≥0. Zastosowana struktura to sieć jednokie-

runkowa (ang. feedforward). Regulator na podstawie aktualnego wieku zapasów i 

dostaw w toku jest w stanie generować optymalną wielkość zamówienia na każdy 

dzień k. Wagi są elementami wektora v. Uczenie sieci neuronowej przeprowadzane 

jest dla stałej wartości zapotrzebowania 𝑑(𝑘), które wynosi 1 jednostkę na dzień, 

jednakże przyjęto zbiór różnych warunków początkowych. W celach symulacyj-

nych, zaproponowano skalowanie zapotrzebowania, które zapewnia odpowiednie 

działanie regulatora dla innych wartości zapotrzebowania niż 1. 

W celu weryfikacji użyteczności zaproponowanego podejścia, przeprowadzono ba-

dania symulacyjne z szerokim zakresem warunków początkowych. Na Rysunku 15 

przedstawiono uzyskane fronty Pareto dla różnej liczby neuronów w warstwie 

ukrytej  𝑛 ∈ {1,2,3} oraz różnych wartości zakłócenia procesu psucia się produktów 

Δ ∈ {0, 0.2, 0.5, 1}. 

 
Rysunek 15.  Fronty Pareto uzyskane w procesie uczenia dla regulatorów z różną liczbą 

neuronów n i modelu systemu magazynowego z niepewnością procesu psucia się dla wy-

branych wartości zaburzeń [A9]. 

 

Jak można zauważyć, regulator z siecią posiadającą jeden neuron w warstwie 

ukrytej jest zdominowany przez rozwiązania dla 𝑛 ∈ {2,3} przy wszystkich rozwa-

żanych zakłóceniach Δ. Po drugie, wyniki dla  𝑛 ∈ {2,3} są podobne w przypadku 

braku zakłóceń bądź małego zakresu zakłóceń Δ ∈ {0,0.2}. Przewaga struktury z 

trzema neuronami jest widoczna dla najwyższych wartości zakłóceń, w szczegól-

ności różnica jest najbardziej znacząca dla Δ=1. 

Nie tylko proponowane rozwiązanie obniża koszty, ale również zapewnia 

odporność na niepewność charakterystyczną dla procesów nietrwałości produk-

tów. Z badań wnika, że odporny regulator neuronowy, zwłaszcza dla n=3, 
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wykazuje poprawę efektywności w porównaniu do klasycznego regulatora neuro-

nowego oraz odpornego kontrolera neuronowego z mniejszą liczbą neuronów w 

warstwie ukrytej. Stwierdzono, że odporna optymalizacja zapewnia osiągnięcie o 

około 18% lepszych rozwiązań niż podejście bez odporności, mierzone wskaźni-

kiem hiperobjętości. Proponowane podejście dostarcza formalnych podstaw do op-

tymalizacji systemów zarządzania zapasami w rzeczywistych warunkach, umożli-

wiając podejmowanie decyzji o zamówieniach w obliczu niepewności związanej z 

nietrwałością produktów.  

 

3.5.2. Sterowanie procesem dystrybucji produktów nietrwałych z 

niepewnym opóźnieniem dostaw z wykorzystaniem sieci neurono-

wych i algorytmu genetycznego  

 

Osiągnięciem kolejnej pracy [A10] jest opracowanie metody dla sterowania 

dystrybucją produktów nietrwałych w obliczu niepewności czasu realizacji zamó-

wień. W skład tej metody wchodzi struktura układu sterowania oraz model opty-

malizacyjny. Prezentowane podejście do kontroli zapasów wykorzystuje kombina-

cję sztucznych sieci neuronowych oraz optymalizacji odpornej z wykorzystaniem 

algorytmu genetycznego do strojenia wag sieci. Proponowane podejście przedsta-

wia Rysunek 16. 

 

 
Rysunek 16.  Zaproponowana struktura modelu optymalizacyjnego dla układu z niepew-

nym czasem realizacji zamówień [A10]. 

 

Podejście to można opisać następująco: pierwszym krokiem jest wygenero-

wanie losowych warunków początkowych stanu zapasów. Następnym krokiem 

jest proces optymalizacji. Celem procesu optymalizacji jest dostrojenie wag sieci 
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neuronowych, które minimalizują koszty jakości dla najgorszego scenariusza nie-

pewności czasu realizacji zamówień. Koszt jest reprezentowany jako ważona suma 

utraconych sprzedaży i kosztów przechowywania nadwyżek zapasów nad popy-

tem, przy założeniu, że koszt utraconych sprzedaży jest trzykrotnie wyższy niż 

koszt przechowywania. Na koniec, proces testowania jest przeprowadzany przy 

użyciu różnych warunków początkowych stanu zapasów i różnych niepewności 

czasu realizacji zamówień.  

Dla celów badań symulacyjnych wygenerowano odpowiedzi czasowe dla najwięk-

szej wartości czasu realizacji zamówień  (sΔ=8) spośród rozpatrywanych. Przykła-

dowe wyniki przedstawiono na Rysunku 17 oraz Rysunku 18.  

 
Rysunek 17.  Utracone sprzedaże dla regulatorów zoptymalizowanych przy użyciu róż-

nych ograniczeń zakłóceń δ [A10]. 

 

Widać, że najmniejsza liczba utraconych sprzedaży występuje δ =3. Ta ob-

serwacja sugeruje, że zmienny popyt jest zaspokajany z najwyższym poziomem ob-

sługi dla układu strojonego na największą wartość niepewności: δ =3 spośród roz-

ważanych układów sterowania. Ważne jest podkreślenie, że znaczące braki charak-

teryzują nieodporny układ sterowania δ=0. Kolejno, na Rysunku 18 przedstawiono 

sygnał zamówień. 

 
Rysunek 18.  Zamówienia dla regulatorów zoptymalizowanych przy użyciu różnych 

ograniczeń zakłóceń δ [A10]. 
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Na Rysunku 18 można zauważyć, że regulator dostrojony do zakłócenia δ=3 

oblicza zamówienia, które śledzą zmiany w popycie bez oscylacji i przeregulowań. 

Pozostałe układy sterowania generują oscylujące ilości zamówień, co skutkuje 

większymi przestojami, które są widoczne na Rysunku 17.  

3.5.3. Odporny neuronowy regulator przełączalny w zastosowaniu 

do sterowania procesem dystrybucji z produktami nietrwałymi w 

warunkach zmiennego niepewnego popytu  

 

Głównym osiągnięciem pracy [A11] jest opracowanie odpornego regulatora 

na bazie sieci neuronowych, optymalizacji odpornej dla systemów dystrybucji z 

produktami, które są nietrwałe i narażone na niepewność popytu. W szczególności, 

niepewność popytu została uwzględniona na etapie projektowania systemu stero-

wania dystrybucją produktów. Ponadto, proponowany model optymalizacyjny po-

zwala na efektywne poszukiwanie najgorszego scenariusza w przestrzeni rozwią-

zań, wykorzystując kryterium Walda. Co więcej, zaproponowane podejście zostało 

zweryfikowane na rzeczywistych danych pochodzących z łańcucha dostaw sieci 

Walmart.  

W podejściu zastosowano sztuczną sieć neuronową jako regulator do stero-

wania przepływem produktów nietrwałych w warunkach niepewności popytu. Za-

projektowany regulator posiada mechanizm przełączania, który umożliwia zmianę 

wag sieci neuronowej online bez potrzeby prowadzenia obszernych obliczeń. Prze-

łączanie odbywa się na podstawie stosunku ruchomej odchylenia standardowego 

(MSTD) do ruchomej średniej (MAVG) popytu. Proponowany system sterowania 

jest zaprezentowany  na Rysunku 19. 

 
Rysunek 19.  Schemat blokowy odpornego regulatora neuronowego z  przełączaniem 

wag dedykowanego dla systemów sterowania dystrybucją produktów nietrwałych z nie-

pewnym popytem [A11]. 
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Pierwszym krokiem podejścia jest optymalizacja i projektowanie układu ste-

rowania w trybie offline, którego wynik obejmuje cztery zoptymalizowane wektory 

wag sieci neuronowych v dla wszystkich rozważanych typów regulatorów. Te op-

tymalne wektory są pierwszymi danymi wejściowymi dla bloku przełączania wag 

(ang. Weights Scheduling). Kolejne dane wejściowe do bloku przełączania wag to: 

estymator MSTD i estymator MAVG. Na podstawie dwóch ostatnich danych wej-

ściowych dokonywany jest wybór wektora wag v. Wybrany wektor wag v jest sto-

sowany w odpornym regulatorze neuronowym (RNN – ang. Robust Neural Ne-

twork Controller). Następnie obliczany jest sygnał zamówienia u(k), który jest wej-

ściem do modelu magazynu (ang. Inventory model). Model magazynu, oparty na 

niepewnym popycie dΔ(k) i zamówieniach u(k), generuje bieżący wektor stanu x(k). 

W celu weryfikacji wyników osiągniętych przez zaproponowany układ ste-

rowania, porównano wyniki z regulatorem neuronowym zaproponowanym w 

pracy [A9], który w dalszej części analizy oznaczany będzie jako RNN, zaś regulator 

przełączający oznaczony jest jako SRNN (ang. Switching Robust Neural Network 

controller). Rysunek 20 prezentuje dane dotyczące sprzedaży h(k) oraz poziomy za-

pasów y(k) dla magazynu z produktami o nietrwałym charakterze, którego wzorzec 

popytu można scharakteryzować jako równomierny (ang. smooth demand pat-

tern). W ramach pierwszego przypadku symulacyjnego dokonano porównania 

efektywności dwóch regulatorów zarządzania zapasami: jednego przykładowego 

regulatora z grupy RNN – RNN3 oraz SRNN, gdzie liczba 3 oznacza wartość zabu-

rzenia, na którą strojony jest dany regulator, w tym przypadku jest to δ =3. 

 
Rysunek 20.  Liczba sprzedanych produktów h(k) i poziom zapasów y(k) dla regulatorów 

RNN3 i SRNN w przypadku równomiernego wzorca popytu (ang. smooth demand pat-

tern) [A11]. 
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Można zauważyć, że układ z regulatorem RNN3 charakteryzuje się więk-

szymi przestojami w sprzedaży (momenty z zerową sprzedażą są wyraźnie częst-

sze) niż dla SRNN. Jeśli chodzi o poziom zapasów, wartość szczytowa poziomu 

zapasów dla RNN3 wynosi 334 jednostki, a średnia 35 jednostek, natomiast dla 

SRNN wynosi 276 jednostek, a średnia 30 jednostek. Interesującym wnioskiem jest 

to, że SRNN jest w stanie zapewnić wyższą sprzedaż przy niższych poziomach za-

pasów w przypadku niepewnego i równomiernego wzorca popytu. W kolejnym 

etapie, przyjęto inny charakter popytu, tzw. popyt przerywany (ang. intermittent 

demand pattern). Wykresy czasowe z symulacji z przerywanym popytem poka-

zano na Rysunku 21. 

 
Rysunek 21.  Liczba sprzedanych produktów h(k), liczba zepsutych produktów z(k), sche-

mat przełączania s(k) dla regulatorów RNN2 i SRNN w przypadku przerywanego wzorca 

popytu (ang. intermittent demand pattern) [A11]. 

 

Pomimo podobnej sprzedaży h(k), straty z powodu procesów nietrwałości 

z(k) są znacząco niższe dla SRNN w porównaniu do RNN2. Na przykład, dla k=613 

w systemie z zaimplementowanym regulatorem SRNN straty z tytułu psucia są 

prawie pięć razy mniejsze. Warto zauważyć, że w przypadku przerywanego 

wzorca popytu, regulator SRNN przełącza wagi sieci czterokrotnie, co można zo-

baczyć na Rysunku 21 na wykresie sygnału s(k), który przyjmuje wartości {0, 0.1, 0.2, 

0.3} reprezentujące odpowiednio odporne regulatory neuronowe RNN0, RNN1, 

RNN2, RNN3. 

Podsumowując, zastosowanie regulatora SRNN w systemie dystrybucji pro-

duktów nietrwałych pozwala na obniżenie funkcji kosztów o około 8,97% w porów-

naniu do regulatorów RNN. Szczegółowo, obserwuje się około 9,50% spadek po-

ziomu zapasów przy użyciu SRNN w przypadku równomiernego popytu, około 
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8,15% przy popycie przerywanym, 7,17% dla popytu nieregularnego oraz 6,72% dla 

popytu nierównomiernego. 

3.5.4. Odporny regulator neuronowy oraz rozmyty estymator zmien-

nego niepewnego popytu w zastosowaniu do sterowania procesem 

dystrybucji z produktami nietrwałymi 

 

W pracy [A12] zaproponowano nową metodę rozwiązania problemu zarzą-

dzania zapasami nietrwałymi w warunkach niepewnego popytu. W opracowanym 

podejściu sztuczne sieci neuronowe i logika rozmyta są wykorzystane do sterowa-

nia dystrybucją produktów. Sieć neuronowa jest używana do obliczania sygnału 

zamówienia, a logika rozmyta do korekty liczby wygenerowanych zamówień, 

uwzględniając prognozowaną niepewność. Wraz z tym przeprowadzana jest od-

porna optymalizacja z użyciem algorytmu genetycznego (GA) i kryterium Walda. 

Ponadto, zaproponowaną metodę wyróżnia możliwość włączenia różnych wzor-

ców popytu do procesu optymalizacji, w tym przerywanego, nieregularnego, rów-

nomiernego i nierównomiernego. Metoda ta wyróżnia się zdolnością adaptacji za-

chowania regulatora do przewidywanej niepewności bez konieczności przeprowa-

dzania intensywnych obliczeń, dzięki zastosowaniu dwuetapowego procesu opty-

malizacji. Architektura proponowanego systemu sterowania została przedstawiona 

na Rysunku 22. 

 
Rysunek 22. Architektura sterowania za pomocą regulatora odpornego regulatora neuro-

nowo-rozmytego (ang. Fuzzy Robust Neural Network) z rozmytym prognozowaniem 

niepewności popytu, przeznaczonego dla systemów sterowania dystrybucją produktów 

nietrwałych ze zmiennym i niepewnym popytem [A12]. 
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Odporny regulator neuronowo-rozmyty (FRNN – ang. Fuzzy Robust Neural 

Network) składa się z dwóch głównych komponentów: estymatora rozmytego 

(ang. Fuzzy Logic Estimator) oraz zbioru odpornych regulatorów neuronowych 

(ang. Set of Robust Neural Network Controllers) z wagami podanymi wektorowo 

{v0, v1, v2, …, vm-1}. Wygenerowany optymalny zestaw wag jest używany w drugim 

etapie optymalizacji, który ma na celu znalezienie optymalnych wartości parame-

trów estymatora rozmytego {p1, p2, p3, p4, p5} oraz estymatora popytu p6, biorąc pod 

uwagę kryteria jakości takie jak minimalizacja kosztu przestojów oraz kosztu prze-

chowywania zapasów. Jądrem zautomatyzowanego systemu zarządzania zapasa-

mi jest odporny regulator neuronowy, który jest odpowiedzialny za generowanie 

sygnałów zamówień dla czterech różnych poziomów niepewności popytu. Zamó-

wienia generowane przez regulator dla popytu bez niepewności oznaczone są jako 

u0, podczas gdy te dla popytu z najwyższą niepewnością oznaczone są jako m-1, 

gdzie m to liczba rozważanych poziomów niepewności. Aby określić przewidy-

wany popyt na przyszłe produkty, operacje są przeprowadzane na obecnym nie-

pewnym sygnale popytu. Obliczane są dwa sygnały: ruchomy współczynnik 

zmienności popytu dmcv (MCV – ang. Moving Coefficient of Variation) oraz różni-

cowy ruchomy współczynnik zmienności popytu ddmv (DMV – ang. Difference of 

Moving Coefficient of Variation). Te dwa sygnały służą jako dane wejściowe do es-

tymatora rozmytego. Celem estymatora rozmytego jest wygenerowanie prognozy 

niepewności popytu Δf na podstawie ruchomego współczynnika zmienności po-

pytu dmcv oraz różnicy ruchomej zmienności popytu ddmv.  

 

W celu weryfikacji podejścia, przeprowadzono analizę porównawczą z me-

todami referencyjnymi, takimi jak przełączalny regulator neuronowy (SRNN – ang. 

Switching Robust Neural Network), który został zaproponowany w pracy [A11] 

oraz proporcjonalny regulator zamów-do-poziomu (POUT – ang. Proportional Or-

der-Up-To Level). W ramach tego porównania oceniano takie parametry jak war-

tość funkcji kosztu, współczynnik realizacji zamówień (ang. fill-rate), łączny po-

ziom zapasów, liczba zepsutych produktów oraz analiza czasowa odpowiedzi sys-

temu dla wyselekcjonowanych scenariuszy popytu. Tabela 4 prezentuje wyniki 

uzyskane z procesu optymalizacji dla regulatorów SRNN, FRNN i POUT. 
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Tabela 4. Wartości funkcji kosztu dla systemów sterowania FRNN, SRNN i POUT uzy-

skane dla dwóch różnych zbiorów popytu: zbioru optymalizacyjnego i zbioru testowego 

(w nawiasach), dla różnych rozmiarów okna [A12]. 

  FRNN ×104 SRNN ×104 POUT 

Wzorzec 

popytu 

wtest

wopt 
7 14 30 7 14 30 - 

Przerywany 

(Intermittent) 

7 
20,81 

(4,79) 

20,14 

(4,54) 

20,79 

(4,76) 

20,84 

(4,75) 

20,31 

(4,56) 

20,86  

(4,76) 

29,92 

(6,76) 
14 

20,83 

(4,77) 

20,10 

(4,52) 

20,71 

(4,72) 

21,00 

(4,82) 

20,22 

(4,58) 

20,90 

(4,81) 

30 
20,81 

(4,77) 

20,12 

(4,52) 

20,64 

(4,73) 

20,96 

(4,79) 

20,26 

(4,58) 

20,79 

(4,77) 

Nierówn-

omierny 

(Lumpy) 

7 
30,43 

(6,75) 

28,97 

(6,36) 

29,25 

(6,42) 

30,14 

(6,72) 

29,00 

(6,39) 

29,40 

(6,45) 

32,72 

(7,27) 
14 

31,31 

(7,15) 

28,49 

(6,43) 

28,80 

(6,48) 

31,70 

(7,28) 

28,66 

(6,50) 

28,81 

(6,52) 

30 
31,60 

(7,25) 

28,62 

(6,47) 

28,54 

(6,44) 

31,63 

(7,27) 

28,78 

(6,51) 

28,67 

(6,47) 

Równomierny 

(Smooth) 

7 
14,51 

(3,32) 

14,44 

(3,29) 

14,60 

(3,42) 

14,53 

(3,32) 

14,53 

(3,31) 

14,74 

(3,45) 

17,09 

(4,19) 
14 

14,80 

(3,47) 

14,34 

(3,33) 

14,54 

(3,48) 

14,62 

(3,40) 

14,46 

(3,33) 

14,70 

(3,49) 

30 
14,66 

(3,39) 

14,39 

(3,31) 

14,42 

(3,45) 

14,71 

(3,40) 

14,55 

(3,34) 

14,57 

(3,49) 

Nieregularny 

(Erratic) 

7 
20,75 

(4,23) 

20,21 

(4,15) 

20,87 

(4,40) 

20,78 

(4,21) 

20,50 

(4,19) 

21,13 

(4,43) 

25,57 

(5,98) 
14 

20,85 

(4,24) 

20,11 

(4,12) 

20,81 

(4,40) 

21,05 

(4,28) 

20,33 

(4,17) 

21,00 

(4,43) 

30 
20,90 

(4,23) 

20,13 

(4,10) 

20,73 

(4,36) 

21,27 

(4,34) 

20,41 

(4,18) 

20,99 

(4,44) 

 

W Tabeli 4 przedstawione są wartości funkcji kosztu dla różnych rozmiarów 

okna wopt, wtest oraz czterech wybranych wzorców popytu, gdzie wopt to rozmiar 

okna, który był używany podczas procesu optymalizacji (wymienione w wier-

szach), a wtest to rozmiar okna używany do celów testowych (wymienione w ko-

lumnach). 

Na podstawie wartości funkcji kosztu uzyskanych dla zbioru optymalizacyjnego, 

regulator FRNN zdaje się dostarczać najlepsze wyniki w większości rozważanych 

scenariuszy. W szczególności, w fazie uczenia, regulator FRNN zapewnił najniższą 

wartość funkcji kosztu dla 94% porównywanych scenariuszy względem SRNN i 

POUT. W fazie testowej, przewaga regulatora FRNN jest widoczna w 83% przeli-

czonych przypadków, które obejmują trzy różne rozmiary okien i cztery różne 

wzorce popytu. Regulator SRNN zajął drugie miejsce, zaś POUT trzecie. Przewaga 
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FRNN nad POUT jest znacząca, wahając się od 7% dla nierównomiernego wzorca 

popytu przy rozmiarze okna 7 do 33% dla przerywanego popytu przy rozmiarze 

okna 14. Z kolei, przewaga FRNN nad SRNN jest najbardziej wyraźna w przypad-

kach nierównomiernego wzorca popytu, gdzie maksymalna przewaga wynosi 

około 2%. Na Rysunku 23 pokazano zoptymalizowane funkcje przynależności 

otrzymane dla 4 rozpatrywanych wzorców popytu.  

 

Rysunek 23. Wyniki optymalizacji parametrów funkcji przynależności dla FRNN [A12]. 

 

W przypadku równomiernego popytu (smooth demand), funkcja przynależ-

ności low dominuje i obejmuje prawie cały zakres wejściowy. Natomiast w obecno-

ści przerywanego popytu (intermittent demand), udziały funkcji low i high pozo-

stają bardzo podobne jak dla równomiernego popytu (smooth demand), jednakże 

funkcja medium ma większy udział. Warto zauważyć, że w przypadkach nieregu-

larnego popytu (erratic demand), funkcja medium przyjmuje większy udział niż dla 

równomiernego (smooth demand) i przerywanego popytu (intermittent demand). 

Co więcej, w przypadku nierównomiernego popytu (lumpy demand), udziały 

wszystkich funkcji przynależności stają się bardziej zrównoważone. 

 

Następnie, odpowiedź systemu na popyt nierównomierny przedstawiono na Ry-

sunku 24 oraz Rysunku 25, odpowiednio dla sygnałów produktów sprzedanych i 

poziomu zapasów. 
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Rysunek 24. Sprzedane produkty dla FRNN i POUT w przypadku popytu nierównomier-

nego (ang. lumpy demand) [A12]. 

 

Rysunek 25. Poziom zapasów dla FRNN i POUT w przypadku popytu nierównomiernego 

(ang. lumpy demand) [A12]. 

 

W przypadku popytu nierównomiernego, przewaga FRNN w spełnianiu po-

trzeb klientów jest znacząca i wynosi 14% w porównaniu do wyników uzyskanych 

przez POUT. Chociaż FRNN osiągnął tę przewagę, ponosząc wyższe koszty utrzy-

mania zapasów, ostatecznie okazało się bardziej opłacalne niż zapewnienie niż-

szego współczynnika realizacji zamówień.  

W odniesieniu do automatycznego generowania zamówień można stwier-

dzić, że proponowany regulator FRNN ma przewagę nad POUT i SRNN. W konse-

kwencji FRNN jest bardziej wrażliwy na niepewności popytu w systemie zarządza-

nia zapasami niż POUT i SRNN. Można stwierdzić, iż proponowane podejście 

może przyczynić się do rozwoju rozwiązań dla systemów zarządzania zapasami, 

mających na celu usprawnienie algorytmów kontrolujących cykle uzupełniania nie-

trwałych zapasów z niepewnym popytem oraz ich automatyzację. 
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Podsumowanie 

W zaprezentowanym monotematycznym cyklu 12 publikacji, dotyczących 

metod sterowania i optymalizacji systemów dystrybucji o różnej trwałości w obli-

czu długich, zmiennych i niepewnych opóźnień, zmiennego i niepewnego popytu 

oraz niepewnego procesu psucia się produktów, przeprowadzono szereg badań sy-

mulacyjnych, z wykorzystaniem wygenerowanych oraz rzeczywistych sygnałów 

zapotrzebowania oraz implementacji opracowanych metod, łącznie z analizami po-

równawczymi wykazującymi przewagę proponowanych metod nad obecnie istnie-

jącymi. 

 Wyniki, które osiągnięto potwierdzają postawioną tezę o możliwości po-

prawy jakości sterowania systemem dystrybucji, szczególnie w warunkach niepew-

ności związanych z opóźnieniami dostaw i zmiennym zapotrzebowaniem rynko-

wym poprzez zastosowanie dyskretnych modeli dynamicznych, wspieranych 

przez nowoczesne techniki optymalizacji jedno- i wielokryterialnej oraz metody 

sztucznej inteligencji.  

 Na podstawie uzyskanych wyników wykazano, że opracowany hybrydowy 

model systemu magazynowego dla produktów nietrwałych uwzględnia szeroki za-

kres właściwości systemów magazynowych, takich jak procesy psucia się towarów 

podczas transportu, dni zamknięcia, opóźnienia w dostawach oraz losową i stałą 

trwałość produktów, a także polityki wydawania FIFO i LIFO. Zaproponowane me-

tody sterowania dla produktów nietrwałych osiągają lepsze wyniki niż klasyczne 

metody, takie jak metoda cyklicznego zamawiania, metoda punktu zamawiania 

oraz regulator zamów-do-poziomu. W przypadku systemów z produktami nie-

trwałymi wykazano, że zastosowanie optymalizacji odpornej oraz zaprojektowa-

nego regulatora opartego na sieciach neuronowych i logice rozmytej pozwala na 

poprawę efektywności systemu dystrybucji. Ponadto, niniejsza praca przyczynia 

się do rozwoju metod, które mogą znaleźć zastosowanie w automatyzacji systemów 

dystrybucji i mogą być implementowane w systemach zarządzania magazynem –  

WMS (ang. Warehouse Management System).  
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Możliwe kierunki przyszłych badań obejmują analizę polityki wydawania 

LIFO (ang. Last-In, First-Out). W kontekście sprzedaży żywności klienci mają ten-

dencję do wybierania najświeższych produktów, chyba że istnieje zachęta cenowa, 

co można modelować za pomocą polityki wydawania LIFO. Ponadto, interesują-

cym kierunkiem badawczym jest rozwój zaawansowanych technik prognozowania 

specjalnie dostosowanych do towarów nietrwałych oraz badanie stosowania strate-

gii dynamicznego kształtowania cen w celu optymalizacji zaspokajania potrzeb 

klientów i poziomów zapasów w przypadkach różnych charakterystyk wzorców 

popytu. 
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Źródło: opracowanie własne.
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1. Wprowadzenie

U podstaw rozwoju metod i technik zarządzania produkcją 
znajduje się potrzeba poprawy jakości oraz głównie rynek 
charakteryzujący się dużą konkurencyjnością. Wywierana jest 
presja na przedsiębiorstwa, które poprzez podnoszenie jakości 
produktów starają się zwiększyć swoją atrakcyjność.

Zjawisko występowania przestojów w systemach magazyno-
wych jest związane zarówno z czynnikami losowymi, takimi 
jak błędy pracowników, wypadki, katastrofy, kradzieże oraz 
wszelkiego rodzaju zakłócenia, jak i przede wszystkim z pozio-
mem zastosowanej technologii.

Jedną z głównych metod pozwalających na zminimalizo-
wanie strat jest dobór odpowiedniej polityki zarządzania zapa-
sami. Współczesny magazyn jest bowiem postrzegany jako 
miejsce optymalizacji poziomu zapasów, skracania cykli realiza-
cji zamówień, kształtowania poziomu obsługi klienta, a przez to 
obniżania kosztów logistycznych. Głównym powodem tworzenia 
zapasów jest konieczność wyrównywania różnych intensywności 

strumieni przepływów [1]. Priorytetem jest zapewnienie odpo-
wiedniego poziomu obsługi klientów z uwzględnieniem jakości 
i stosunku do całości zrealizowanych zamówień.

W krajach wysoko uprzemysłowionych główny kierunek 
rozwoju przemysłu to racjonalizacja przepływu materiałów, 
graniczna minimalizacja zapasów oraz redukcja cykli produk-
cyjnych [2]. W licznej grupie czołowych japońskich firm pro-
ces produkcyjny prowadzony jest przy niemal zerowym stanie 
zapasów [3].

Znaczna część kosztów logistycznych (przeważnie od 20 % 
do 30 %) jest generowana przez utrzymywane zapasy [4]. Znale-
zienie optymalnej wielkości poziomu zapasu, która uwzględnia 
procesy zakupów (produkcji) i sprzedaży stanowi warunek dla 
skutecznego i efektywnego zarządzania zapasami [4]. Koordy-
nacja tych procesów w logistycznym łańcuchu dostaw pozwala 
przedsiębiorstwu osiągnąć sukces na rynku.

W sterowaniu zapasami należy również uwzględniać także 
koszt braku (wyczerpania) zapasu [5]. W koszt ten wchodzą: 
koszty pośrednie – związane z możliwością przejęcia klien-
tów przez konkurencję (pogorszenie się wizerunku firmy) oraz 
koszty bezpośrednie – utrata marży handlowej na skutek braku 
towaru [1].

Trudno jest uzyskać zadowalające efekty związane z ukła-
dem sterowania w systemach z opóźnieniem, co stanowi funda-
mentalny problem w wielu procesach regulacji. Z kolei magazyn 
umożliwia skracanie czasu upływającego między otrzymaniem 
zamówienia od klienta, a realizacją dostawy [2].

Podejście Rosenblatta i Rolla [6] optymalizuje trzy rodzaje 
kosztów: koszty związane z początkową inwestycją – budową 
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i konserwacją, koszty niedoboru towarów i przestojów oraz 
koszty związane z polityką przechowywania proporcjonalne 
z reguły do zajmowanego miejsca w magazynie.

Powyższe przykłady wskazują na to, że rozwiązania zmierza-
jące do minimalizacji kapitału, kosztów, a w efekcie do maksy-
malizacji zysku są zagadnieniem istotnym i potrzebnym. 

Pojawia się coraz więcej metod usprawnienia przepływu 
materiałów w systemie magazynowym, które wykorzystują z kolei 
coraz to bardziej zaawansowane techniki sterowania [7–10].

W pracy [7] rozważany jest liniowy stacjonarny układ dys-
kretny ze stałym opóźnieniem do skutecznej kontroli systemów 
magazynowych z towarami łatwo psującymi się, z wykorzysta-
niem metod opartych na sterowaniu ślizgowym. W pracy [8] 
wykorzystano sterowanie liniowo-kwadratowe w celu wyelimino-
wania zagrożenia tzw. efektu byczego bicza (ang. bullwhip effect).

W przypadku obiektów uwarunkowanych niepewnością do 
sterowania systemami magazynowym sprawdzają się metody 
sztucznej inteligencji – w pracy [11] zastosowano logikę rozmytą 
do usprawnienia przepływu materiałów w magazynie.

Układy regulacji dla obiektów z opóźnieniem bazujące na 
koncepcji predyktora Smitha, mają szerokie zastosowanie nie 
tylko w procesach przemysłowych [12]. Do analizy i modelowania 
przepływu dóbr w systemie magazynowym można wykorzystać 
wybrane rezultaty z prac związanych z problematyką powsta-
wania zatorów i blokad komunikacyjnych w sieciach kompute-
rowych o zmiennych w czasie parametrach [13–17].

W niniejszej pracy zaproponowano układ sterowania dla sys-
temu magazynowego polegający na adaptacji predyktora Smitha 
dla układu niestacjonarnego z ograniczeniami sygnałów oraz 
z optymalizacją parametrów układu z wykorzystaniem algo-
rytmu genetycznego.

2. Model matematyczny

Model matematyczny systemu magazynowego wraz ze szcze-
gółowym opisem został podany w pracy [18]. Poniżej podano 
najważniejsze informacje. 

Liczba produktów, które potencjalnie mogą być sprzedane 
z magazynu jest modelowana jako pewna, nieznana z góry ogra-
niczona funkcja czasu: 0 ≤ d(k) ≤ dmax. Chwilowe wartości d(k) 
podlegają wahaniom w czasie i zależą od zapotrzebowania na 
rynku. Zapotrzebowanie na produkty jest w ogólności zmienne 
w czasie. Liczba produktów wysłanych z magazynu h(k) jest 
zależna od zapotrzebowania jak i od dostępnych zapasów maga-
zynowych y(k) i spełnione są następujące nierówności:

 0 ≤ h(k) ≤ d(k) ≤ dmax, 0 ≤ y(k) ≤ ymax (1)

Jeżeli liczba produktów w magazynie jest wystarczająco 
duża y(k) ≥ d(k), wówczas w chwili k zachodzi d(k) = h(k).

Z punktu widzenia sterowania przepływem towaru istotne 
jest utrzymanie określonych zapasów w magazynie niezależnie 
od chwilowych zmian zapotrzebowania klientów, tak aby nie 
doszło do sytuacji, w której magazyn będzie pusty, bądź liczba 
przechowywanych produktów będzie nadmierna bądź wręcz prze-
kraczająca pojemność magazynu ymax. W celu uwzględnienia 
w modelu zmiennego w czasie opóźnienia związanego z kumula-
cją produktów w oczekiwaniu na transport wprowadzono współ-
czynnik wysyłki produktów do magazynu w chwili k, określony 
w następujący sposób:

 
 (2)

Liczba produktów oczekujących na wysyłkę do magazynu 
w chwili k, jest zależna od wielkości zamówień u(k) określona 
następującą zależnością:

  (3)

Liczba produktów zgromadzonych w magazynie w chwili k, 
zwana stanem magazynu, będzie zatem dana zależnością:

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )khkxkqkyky ss −−−−+−= ττ11  (4)

gdzie: x(k) ≥ 0, u(k) ≥ 0,
tp – opóźnienie produkcyjne – związane z czasem potrzebnym na 

wyprodukowanie bądź skompletowanie zamówienia,
ts – opóźnienie spedycyjne – interwał czasu niezbędny na prze-

transportowanie zamówionych produktów do magazynu bez 
czasu oczekiwania na transport.

Przy założeniu, że znane są opóźnienia tp, ts oraz funkcja 
q(k) dla k Î N, powyższy model jest liniowym, niestacjonarnym, 
dyskretnym modelem układu dynamicznego, dla którego można 
stosować metody podane m.in. w pracach [19-22] z zastrzeże-
niem danych ograniczeń. Schemat blokowy analizowanego sys-
temu został przedstawiony na rys. 1. Układ składa się z trzech 
głównych bloków: produkcji, transportu i magazynu. Opóźnienie 
zależne od czasu to(k) związane jest z oczekiwaniem na środek 
transportu oraz z kumulacją zamówień.

3. Układ sterowania

W klasycznym układzie sterowania, zaprojektowanym bez 
uwzględniania opóźnienia, jego wprowadzenie może działać 
destabilizująco lub negatywnie na jakość sterowania. Z tego 
względu w przypadku znacząco dużych opóźnień wykorzysty-
wane są układy specjalne. Konstrukcja przedstawionego na 
rys. 2 układu sterowania bazuje na strukturze klasycznego pre-
dyktora Smitha. Jest to rodzaj regulatora predykcyjnego, który 
był opracowany z myślą o systemach sterowania, które charak-
teryzują się długimi oraz nieuniknionymi opóźnieniami. W jego 
strukturze zaimplementowano model bez opóźnienia oraz samo 
opóźnienie, z dwiema pętlami sprzężenia zwrotnego.

Bazując na koncepcji sterowania układów z opóźnieniami 
z wykorzystaniem predyktora Smitha przyjęto, że przybliżony 
model układu bez opóźnień dany jest w następującej postaci:

 ( ) ( ) ( ) ( )khkukyky pp −−+−= 11ˆˆ  (5)

oraz model opóźnienia zmiennego w czasie w postaci:

 ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ1ˆ1ˆ +−+−−= pp kykxkqkx τ  (6)

Rys. 1. Schemat blokowy systemu magazynowego ze sterowaniem
Fig. 1. Block diagram of inventory system with control
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 ( ) ( )[ ] ( ).ˆ1ˆ ss kxkqky ττ −−−=  (7)

Model regulatora PID dla błędu sterowania modelu przybli-
żonego bez opóźnienia e(k) oraz błędu modelu przybliżonego 
z opóźnieniem ( ) ( )kyky ˆ−  dany jest w postaci:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]kykykkkkkukkku I ˆ1 361 −+−−++= εεε , (8)

gdzie:
 ( ) ( ) ( )11 4 −+−= kkkuku II ε  

 ( ) ( ) ( )kykyk pref ˆ−=ε

Przyjęto, że wartość referencyjna zapasów magazynowych yref(k) 
jest funkcją zależną od zapotrzebowania [16] daną w postaci:

 ( ) ( ) .52 kkdkkyref +=  (9)

Schemat układu sterowania został przedstawiony na rys. 2. 
Zmienne od k1 do k6 są parametrami układu regulacji. Nastawy 
układu sterowania obliczono stosując algorytm genetyczny.

Ze względu na to, że opóźnienie występuje dla wejścia u(k), 
a nie występuje dla wejścia d(k), przekształcenie modelu systemu 
magazynowego z opóźnieniem na połączenie kaskadowe modelu 
bez opóźnienia i modelu opóźnienia nie może zostać zrealizo-
wane dokładnie tak, jak ma to miejsce w klasycznej struktu-
rze predyktora Smitha dla układów o jednym wejściu i jednym 
wyjściu. W rozpatrywanym rozwiązaniu zastosowano zmody-
fikowaną strukturę układu sterowania dla układów z dużymi 
opóźnieniami wykorzystującą ideę predyktora Smitha z przy-
bliżonym modelem układu bez opóźnienia dla obiektu o dwóch 
wejściach i jednym wyjściu, przy czym opóźnienie występuje 
tylko dla wejścia u(k).

Ze względu na przybliżony charakter modelu bez opóźnienia, 
występujący w zaproponowanej strukturze sygnał ( )kŷ  nie jest 
dokładnym odzwierciedleniem sygnału y(k) wychodzącego 
z obiektu regulacji w całym horyzoncie czasowym. Zmodyfiko-
wana struktura układu regulacji ze wzmocnieniem k3, która nie 
występuje w klasycznym układzie regulacji z predyktorem Smi-
tha, została zaproponowana w efekcie przeprowadzonych 
badań empirycznych.

Na podstawie informacji o zapotrzebowaniu rynku na 
poszczególne produkty, układ sterowania wyznacza określoną 
liczbę produktów, które należy zamówić. 

Głównymi czynnikami doboru sterowania jest minimalizacja 
kosztów i strat związanych z zajmowaną powierzchnią magazynu 
oraz przestojami.

Przestoje są sytuacją bardzo niekorzystną – zapotrzebowa-
nie jest wówczas większe niż liczba sprzedanych produktów, 
gdyż zrealizowane zamówienia nie nadążają za zmieniającym się 
w czasie zapotrzebowaniem konsumentów. W tym celu tworzony 
jest zapas rezerwowy (buforowy) gwarantujący, że w kolejnych 
okresach zawartość magazynu nigdy nie spadnie do zera.

4. Kryterium optymalizacji

Zagadnienie optymalizacji układu sterowania wymaga sformu-
łowania wskaźnika jakości procesu, który ma być optymalny. 
Rozważmy zagadnienie znalezienia optymalnych wartości para-
metrów ki (i = 1, 2, …, 6) układu dynamicznego przy ustalonej 
jego strukturze (rys. 2). W przypadku systemu magazynowego 
wskaźniki można opisać zależnościami:

 ( ) ( )[ ]∑
=

−=
N

nk
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0

1  (10)
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=

=
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0
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gdzie n0 = tp + ts + to (tp) jest skumulowanym opóźnieniem 
układu dla u(k = 0), a N jest długością horyzontu czasowego.

Zależność (10) reprezentuje utracone możliwości reali-
zacji sprzedaży. Z kolei wyrażenie (11) dotyczy zajętości 
powierzchni magazynowej.

W rozważanym przypadku zastosowano skalaryzację funkcji 
celu do postaci sumy ważonej:

 2211 jwjwj +=  (12)

gdzie w1 i w2 to współczynniki wagowe.
Dla modelu opisanego zależnościami (1)–(4) oraz układu 

regulacji opisanego równaniami (5)–(9) i wskaźnika jakości 
danego w postaci (10)–(12) zadanie optymalizacji można zde-
finiować w postaci:

  (13)

przy ograniczeniach:

 0,0,0,0,0,0 654321 ≥≥≥≥≥≥ kkkkkk  (14)

Zaproponowany układ ma na celu określanie optymalnej 
wielkości dostaw, która zapewnia minimalizację wskaźnika 
kosztu stanowiącego średnią ważoną łącznych kosztów zapasów, 
obejmujących koszty tworzenia zapasów i koszty ich utrzyma-
nia oraz utraconych korzyści, ograniczając ryzyko przestojów.

5. Badania symulacyjne 

W przykładzie omówiono wyniki symulacji komputerowej prze-
pływu materiałów w systemie magazynowym ze zmiennym 
w czasie opóźnieniem oczekiwania na transport. Przyjęto struk-
turę układu sterowania z rys. 2. Przedmiotem analizy jest wiel-
kość zapasów w magazynie. Na potrzeby badań symulacyjnych 
układu sterowania dla dyskretnego, niestacjonarnego liniowego 
modelu z ograniczeniami sygnałów opisanego równaniami (1)–
(4), układu regulacji opisanego równaniami (5)–(9) oraz wskaź-
nika jakości danego w postaci (10)–(12), przyjęto następujące 
wartości parametrów układu: tp = ts = 14, w1 = 1000, w2 = 1, 
n0 = 42, N = 1000. Okres próbkowania jest równy 1 dobie. Do 
rozważań przyjęto zmienne w czasie zapotrzebowanie na rynku 

Rys. 2. Schemat blokowy układu sterowania dla systemu 
magazynowego 
Fig. 2. A block diagram of the control system for the inventory system
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(rys. 3). Jako funkcję q(k) przyjęto funkcję periodyczną, daną 
w następującej postaci:

  (15)

gdzie funkcja rem jest resztą z dzielenia.
Do rozwiązania zadania optymalizacji (16)–(17) zastosowano 

algorytm genetyczny z następującymi parametrami: liczebność 
populacji 200, liczba osobników elitarnych 10, udział krzyżo-
wania 0,8.

Rozwiązaniem zadania optymalizacji są następujące warto-
ści parametrów:

oraz odpowiadające im wartości wskaźników kosztu:
 
 j = 1,03·107, j1 = 0,000377·107, j2 = 0,652·107.

Dla przyjętych współczynników wagowych w1 i w2 utrzymy-
wany poziom zapasów w magazynie (rys. 5) umożliwiał pokry-
cie zapotrzebowania przez okres około 28 dni. Ze względu na 
wysoką wartość współczynnika w1 = 1000 możliwe jest ograni-
czenie przestojów kosztem utrzymywania większych zapasów 
w magazynie. Wartość zapasów magazynowych y(k) nadąża 

w sposób w przybliżeniu liniowy za zapotrzebowaniem d(k). 
Wartość referencyjna dla układu przybliżonego yref(k) jest około 
dwukrotnie wyższa od maksymalnej wartości y(k). Ze względu 
na różnice między modelem przybliżonym bez opóźnienia 
a obiektem sterowania, w szczególności zmiennym w czasie opóź-
nieniem to(k), w układzie występują rozbieżności między pozio-
mami wartości sygnałów y(k) oraz ( )kypˆ . Dla układu 
przybliżonego bez opóźnienia dostawy są realizowane codziennie, 
podczas gdy w rozpatrywanym układzie dostawy następują nie 
częściej niż co 14 dni. Oznacza to, że wielkość zapasów magazy-
nowych y(k) musi pokryć co najmniej 14 kolejnych dni zapotrze-
bowania rynku d(k). Maksima lokalne (rys. 5) występują w chwili 
dostarczenia zamówienia do magazynu, zaś wyznaczona przez 
układ sterowania wielkość zamówień przedstawia rys. 4.

6. Podsumowanie

W systemach magazynowych opóźnienie związane z czasem 
przejścia produktów od magazynu do klienta jest często zmienne 
w funkcji czasu. W środowisku MATLAB/Simulink przeprowa-
dzono badania symulacyjne dla scenariusza zmian, w którym 
przyjęto, że: 

 − model dynamiczny jest niestacjonarny ze znacznym opóźnie-
niem, w układzie występują opóźnienia stałe i zmienne w czasie, 
 − priorytetem jest minimalizacja przestojów, co odzwierciedla 
duża wartość wagi we wskaźniku (12),
 − układ jest autonomiczny i nie stanowi części łańcucha dostaw, 
w którym występują centra dystrybucyjne oraz ogniwa pośred-
niczące,
 − zapotrzebowanie klientów jest zmienne w czasie, według przy-
jętego deterministycznego scenariusza zmian d(k). Pomiar 
zapotrzebowania nie jest obarczony zakłóceniami o charak-
terze stochastycznym. Układ sterowania jest układem przy-
czynowym.
Ze względu na nieco inne podejście od prezentowanych w pra-

cach związanych z zarządzaniem łańcuchem dostaw, w szcze-
gólności zmienne w czasie znaczne opóźnienia i inny cel układu 
regulacji, trudno o dokonanie szczegółowego porównania. Jednak 
zaprezentowaną metodę zarządzania zapasami, można w sposób 
uproszczony skonfrontować z klasyczną polityką zarządzania 
zapasami zawartą m.in. w [23], w której zamówienia są umiesz-
czone na początku każdego okresu, tak aby zwiększyć poziom 
zapasów w górę do predefiniowanych poziomów na podstawie 
znanych, stałych w czasie opóźnień i zapotrzebowania rynku. 
Zaproponowane podejście oparte jest na modelu niestacjonar-
nym, zmiennym w czasie, przykładowym scenariuszu zapotrze-
bowania klientów oraz dokonywaniu zamówień w ilości i czasie 
określonym przez układ sterowania. 

W następnych pracach planowane jest uwzględnienie wpływu 
przyjętego scenariusza na własności układu sterowania, stocha-
stycznego charakteru zapotrzebowania odbiorców oraz uwzględ-
nienie specyficznych efektów występujących w łańcuchu dostaw, 
m.in. efektu byczego bicza [23].
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Inventory goods flow control system using Smith predictor

Abstract: There are a number of theorems and techniques that view inventory management from 
variant perspectives. The recent progress in research has resulted in innovative and more general 
techniques that can reduce the supply chain costs fundamentally. Modern inventory control is 
anchored in vastly advanced and complex models, which require considerable computational efforts. 
In this paper, we use a mathematical model of a warehouse system with time-varying delivery delay 
and adapt control system in order to apply it to the problem of goods flow in inventory systems. On 
the basis of the analysis of the inventory system, we propose a control system, then made its initial 
verification in the way of computer simulation in MATLAB/Simulink. The concept of improving the 
flow of materials is based on the structure of the Smith predictor and the PID controller. We perform 
optimization studies using genetic algorithm. Two quality indicators are subjected to minimization: the 
total costs of creating and maintaining inventories and differences between the demand and sales of 
products – the value of providing on whether the storage system keep up with the changing needs of 
the market (avoid stoppages). In this article, we mainly want to show that our idea of control system is 
able to achieve a high service level with maintaining a given inventory capacity to avoid redundancy. 

Keywords: inventory control, inventory system, variable delay, discrete-time systems, Smith predictor, control systems, PID controller
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A periodic inventory control system with adaptive reference stock 
level for long supply delay  
 

Abstract 

 

Modern inventory control is anchored in vastly advanced and complex 
models, which require considerable computational efforts. In this paper, 

we use a mathematical model of an inventory system with large supply 

delay and control system  in order to optimize goods flow in inventory 
systems. The paper proposes the use of automatic control systems to 

control the system for supplementary orders. A discrete-time, dynamic 

model of the warehouse system is assumed for the analysis. For the given 
model, two automatic control systems: adaptive and classical non-adaptive 

periodic inventory systems , are analyzed. The non-adaptive control 

system is well known in the literature and the second one is its extension. 
The parameters of the control system are tuned by minimizing the cost 

function using a genetic algorithm for the assumed scenario for the market 

demand. Results of numerical simulations of the dynamical system and 
selected results in the objective space are presented in the paper. 

  

Keywords: inventory control, inventory system, delay system, discrete-
time systems, control systems, periodic inventory system. 

 

1. Introduction 
 

Nowadays, increase in the global competition in the world 

market what makes the supply chain management more critical 

and essential. The inventory management is one of the main 

pillars of supply chain policy. Acting as a buffer to smooth 

production in response to demand fluctuations is determined as the 

main role of inventory. In fact, there is a plenty of reasons for 

keeping inventories. The most significant is to satisfy the demand 

during the replenishment period in order to prevent lost sales. 

Predictability, fluctuations in demand, unreliability of supply, 

price protection, quantity discounts, lower ordering costs [19] are 

also important reasons for obtaining and holding inventory. It is 

utmost important to maintain the right balance between demand 

and orders with a view to minimizing costs. What is more, 

inventory is a protection against fluctuations in demand – facilitate 

satisfying customer demands. Inventory costs generally fall into 

ordering costs and maintenance costs [19]. 

The stabilizing effect of inventory in a supply chain was 

investigated by Baganha [4]. On the other hand, empirical data 

and experience with management games suggest that, in most 

industries, inventory management policies can have a destabilizing 

effect by increasing the volatility of demand as it passes up 

through the chain („the bullwhip effect”) Baganha [4]. The 

bullwhip effect has been noted and assigned to various causes 

across a range of academic disciplines [18]. The concept stems 

from Forrester’s Industrial Dynamics [14]. Forrester is  

a forerunner of the bullwhip effect. However, the term Bullwhip 

Effect was coined by Procter & Gamble management [7]. The 

traditional conceptual definition of bullwhip was described by Lee 

[16] as “the phenomenon where orders to the supplier tend to have 

larger variance than sales to the buyer (i.e., demand distortion), 

and the distortion propagates upstream in an amplified form (i.e., 

variance amplification). 

The phenomenon in which variance of demand is amplified 

when moving upstream – has attracted the attention of many 

researchers for the last few decades. The existence of the bullwhip 

effect in supply chains is identified in several papers: [5], [6]. It is 

shown that production is more variable than sales. It has been 

recognized that demand forecasting and ordering policies are two 

of the key causes of the Bullwhip Effect [7]. Identified five major 

causes of the bullwhip effect are pointed by Lee[16] i.e., 

forecasting, non-zero lead-time, order batching, supply shortages, 

and price fluctuations, and discussed the conditions under which 

the increase in order variance will not occur.  

The paper presents a comparative analysis of selected control 

algorithms involving supplementary orders to the inventory in the 

presence of high and variable time delays. The adopted tuning 

criterion of the control systems is minimizing the rate of cost 

which represents the weighted sum of lost sales due to shortages 

and total carrying costs. The profound research was conducted 

into optimization of control system structures: the classic periodic 

inventory system and the periodic inventory system with adaptive 

maximal inventory level. The two control systems are evaluated 

on the basis of the model proposed by Chołodowicz and Orłowski 

[11]. Parameters were selected for each of the control system 

structures through solving optimization tasks for a specific 

scenario of variable market demand using a genetic algorithm. To 

be precise, these solutions were obtained for the different weight 

coefficient and for classic and adaptive periodic inventory control 

system structures. The value of the bullwhip effect indicator is the 

additional criterion of the analysis. The bullwhip effect was 

measured for each tuned control system.  

The main achievement of this research is a comparison of two 

control strategies for the inventory goods flow. The profound 

research was conducted into parameter optimization of two control 

system structures: the classic periodic inventory system and the 

periodic inventory system with adaptive maximal inventory level. 

The concept of a classical periodic inventory system is excerpted 

from literature. Parameters are selected by solving optimization 

tasks for a specific scenario of variable market demand using  

a genetic algorithm in Matlab/Simulink. 

 

2. The mathematical model 
 

The number of products that could potentially be sold from the 

store is modelled as a certain, unknown in advance limited 

function of time: 0d(k)dmax, where dmax is the maximum number 

of products sold per unit of time. Instantaneous values of d(k) 

fluctuate in time and depend on the market demand. Demand for 

the products is generally variable in time. The number of products 

shipped from the inventory h(k) depends on the demand, as well as 

the available stocks y(k) and the following inequalities are held: 

 

    max0 h k d k d   ,   max0 y k y     (1) 

 

If the quantity of products in stock at time k is sufficiently large, it 

means that: d(k)= h(k). 

From the standpoint of controlling the flow of goods, it is 

important to maintain certain stocks in the inventory, regardless of 

transient changes in the customer demand, so as to avoid a 

situation in which the warehouse is empty or the quantity of the 

stored products is excessive, or even exceeds the storage capacity 

ymax. The product quantity stored in the inventory at the moment k, 

called the stock, is given by: 

 

       1 p sy k y k u k h k                    (2) 

 

where: : x(k)0, u(k)0, 
p  – production delay – related to the 

time required to produce or complete the orders, s  – forwarding 

delay – the time interval indispensable to transport the ordered 

products to the inventory without waiting time for transport. 
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Fig. 1.  Block diagram of the inventory system with control 

 

The block diagram of the analyzed system is shown in Fig.1. 

The system consists of three main blocks: production, transport 

and storage. 

 

3. Description of the control system 
 

There are many types of inventories. Each of them does not 

require same policy because the form of inventories depends upon 

its specific destiny. In this work, one type of product is considered 

and it is assumed that the supply chain is composed just of one 

manufacturer, a retailer and a customer. Due to the similarity 

between the considered class of systems and engineering 

processes, it is a natural choice to apply control-theoretic methods 

in the design and analysis of strategies governing the flow of 

goods. The main purpose of the control selection is to minimize 

the costs relating to occupation of the surface of the inventory and 

losses relating to shortages. Shortage is an extremely 

disadvantageous situation - the demand is greater than the amount 

of products, because orders have not keep up with the time-

variable changing needs of customers. For this purpose, there is 

formed a supply reserve (buffer) in order to avoid lack of products 

in subsequent periods. The control system determines a certain 

amount of products to be ordered on the basis of the market 

demand. The two basic questions of the fundamental problems of 

logistics are “in what” quantity and ― “when” to resupply stock 

[9]. There are several replenishment techniques attempt to answer 

this primary questions.  

As a result, a class of inventory models has been designed to 

cope with situations where the demand level fluctuates. The two 

classic systems for managing independent demand inventory are 

periodic review and perpetual review systems [17]. We use  

a conception of the classical periodic inventory system to create its 

modified version with adaptive stock level. To analyze the 

behavior, it is essential to create a mathematical description of the 

investigated control systems: 

 

A. Classical periodic inventory system (CPIS) 

 

The distinguishing feature of the classical periodic inventory 

system with one parameter is that the review period is fixed, but 

order quantity, demand rate and reorder point are variable. The 

order quantity is the maximum inventory level minus the 

inventory position on the review date. In this system, the inventory 

position is checked only at specified time intervals [17]. 

The control action can be described in the following way: 

 

 
   1 rem ,14 0

0

k y k for k
u k

otherwise

 
 


    (3) 

 

where rem(a,b) means the remainder of a after division by b. 

The auxiliary function rem occurring in equation (2) is used to 

achieve a constant cycle of procurement. The controller has only 

one parameter to tune – the maximal inventory level k1.The 

control system from the investigated case makes orders with  

a view of the time between the order and delivery. 

 

 
 

Fig. 2.  Block diagram of the control system for Periodic Inventory System with 

adaptive maximal inventory level 

 

B. Periodic inventory system with adaptive maximal 

inventory level (PIS-AMIL) 

 

The use of a control system with constant maximum inventory 

level is appropriate in a situation where the demand is constant or 

does not change significantly over time. The control system with 

adaptive setpoint was successfully used in the associate issues e.g. 

for packet flow control in computer networks with significant 

changes in available bandwidth over time [15]. This approach 

employs a linear relationship between the demand d(k) and the 

maximal inventory level ymax with connection to the classical 

periodic inventory system, which gives an opportunity to the 

adaption of the maximum level of inventory in stock. The 

additional factor k2 is introduced in order to enable adaptation 

depending on the market demand. Both factors k1, k2 make an 

affine function of the maximal inventory capacity depending on 

the market demand. The block diagram of the proposed control 

structure with adaptive maximal inventory level is shown in Fig. 2 

and is given in the following form: 
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0
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u k
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  (4) 

 

 

4. Optimization criterion 
 

The desired level of inventory can neither be high or low 

because high level inventory will lead to increase in carrying cost 

while low level of inventory will lead to increase in ordering costs. 

This process requires a special method, which provides a 

compromise between these two indicators. A numerical 

optimization is employed in order to find the solution. The 

optimization helps to fulfil the tasks of inventory management: 

looking after the amount of stock, the quantity of order and the 

order time to protect the regular and planned course of production 

against the random disturbance of running out of materials and 

goods. It is extremely important to use the simplest model for the 

optimization for a certain problem in numerical optimization 

issues – as simple as possible. Simplification of the optimization 

model not only contributes to reducing the calculation time but 

also enables you to find solutions closer to the global minimum 

repeatedly in the case of multimodal issues. 

The issue of optimal control requires a mathematical 

formulation of the process performance index to be optimal. 

Consider the problem of finding the optimal values of the 

parameters ki, i=1, 2 of a dynamical system with fixed structure 

from Fig. 2. For the inventory system, the indicators can be 

described by the following relations: 
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                             (6) 

 

where: n0=p+s is a cumulative delay, N is the length of the time 

horizon. 

Equation (5) represents lost sales due to shortages. In turn, 

expression (6) concerns the maintenance costs. In the present case, 

the weighted sum scalarization of the objective function is used: 

 

1 1 2 2j w j w j                             (7) 

 

where w1 and w2 are the weighting factors. 

For the given model (1)–(2), the control systems described by 

equations (3)–(4) and the cost function in the form of (5)–(7), the 

optimization problem can be defined in the following form: 

 

min j
k

                                     (8) 

 

where the optimization variables and constraints are dependent on 

the controller structure: 

 

 1 1,  0 kk k  for eq. (3) 

 

 1 2 1 2, ,  0,  0k kk k  k  for eq. (4) 

 

The proposed system is aimed at determining the optimal size of 

orders, which minimizes the weighted cost function, including the 

cost of stocking and maintenance costs and lost benefits, reducing 

the risk of shortages. 

 

5. Simulation research and analysis 
 

In this section we present computer simulations of material flow 

in the inventory. The structures of control systems from Section 3 

are applied. The main purpose of this section is to analyse 

properties of two different control structures: the classical 

periodic inventory system and its modification: the periodic 

inventory system with adaptive maximal inventory level. 

For the simulation of the inventory control systems described by 

equations (3)–(4) and the cost function in the form of (5)–(7), the 

following values of the system parameters are held: p=s=14, 

w1=60, or w1=530, w2=1, N=1000. 

 

 

 
 

Fig. 3.  Presumed function of the market demand for products – trapezoidal signal 

 

The sampling period is 1 day. Tuning the control system 

parameters is based on the criterion (8) and the time varying 

market demand signal plotted in Fig. 3. The optimization problem 

(8) is minimized using a genetic algorithm with parameters: 

population size 50, elite count: 2., crossover fraction: 0.8. The 

optimal controller parameters for the control system obtained for 

different weights are collected in Table 1. The genetic algorithm 

received great attention and was successfully applied to other 

problems in the supply chain environment: [13], [12], [20], [1]. 

 

 
 

Fig. 4.  Objective space for the two inventory control systems 

 

The Pareto front with shortages cost and holding cost calculated 

for 11 logarithmic spaced weights in the range <40, 1000> given 

in Table 1 and the signal from Fig. 3 is depicted in Fig. 4. The 

points of the Pareto front for the PIS-AMIL are marked by ‘x’ and 

the green smoothing line, whereas for the CPIS control system are 

marked by the red circles and the red smoothing line. It is clearly 

visible that the solutions of the CPIS control system are dominated 

by the solutions of the PIS-AMIL control system.  

 
Tab. 1. Optimal controller parameters for the control system 

 

w1 CPIS PIS-AMIL 

k1 [104] j [103] k1 k2 j [103] 

40 1.21 8.77 1.06e4 27.3 3.28 

60 1.24 9.79 44.6 27.5 3.61 

80 1.28 10.7 40.2 27.5 3.91 

110 1.44 11.9 32.4 27.7 4.34 

150 1.47 13.0 44.0 27.6 4.93 

200 1.47 14.2 439 31.4 6.13 

280 1.71 15.1 31.7 27.7 6.78 

380 1.98 16.0 395 36.9 7.66 

530 1.98 16.3 374 36.9 8.24 

730 2.09 16.5 392 36.9 8.99 

1000 2.09 16.5 413 36.8 9.99 

 

To highlight the comparison, we analyze the stock level 

response for different control systems, weights and consumers 

demands. All the solutions found for the CPIS in Fig. 4 are 

dominated by the PIS-AMIL solution. It means that the 

phenomenon of shortages and inventory redundancy occurs less 

than in the classical periodic inventory system.  

Let us now focus on the solutions for w1=60. The classical 

periodic inventory system has about 24 times higher inventory 

level than the periodic inventory system with adaptive maximal 

inventory level at the moment k=41. Therefore, the first shortage 

after delivery of the first order occurred between day 96 to 111 for 

the PIS-AMIL and day 375 for the CPIS control system. The 

cyclical short shortages appearing in the PIS-AMIL disappeared 

completely when the demand reached the constant level on day 

400 and the occurrence of linear falling demand.  

Despite the fact that at the time when demand is constant for 

k<400, 600> PIS-AMIL inventory level is higher about 3000 

units than CPIS. What is important, in PIS-AMIL in this period 

there is no shortage, while the CPIS from 400 to 700 day has 

shortages (lasting four days, appearing every 10 days, this 

situations continues for about 300 units). The period for k>700 is 

similar for both control systems, which is caused by a similar 

reference stock level. 
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Fig. 5.  The level of stocks of four control systems as a discrete time function for  

the presumed function of market demand, where w1=60 

 

The situation is similar in Fig. 6 for w1=530. The day 42 

highlighted the differences between the two systems. Similarly, 

CPIS has about 12 times larger stock than PIS-AMIL. Now the 

difference between stocks is 2 times lower, because the stock level 

increased 4 times for PIS-AMIL compared with w1=60. It is 

because the weight of the cost for shortages increased, so the 

control systems were made to store bigger stock to provide 

customer satisfaction as long as possible. It can be seen that for 

the higher weight w1=50 corresponding to the higher cost of 

shortages, the maximal stock level increased about 2 times for the 

CPIS, and about 4 times for the PIS-AMIL – shortages appearing 

after 41 days were eliminated completely. 

 

 
 

Fig. 6.  The level of stocks of four control systems as a discrete time function for the 

presumed function of market demand for trapezoidal signal, where w1=530 

 

The desired level of inventory can neither be high or low 

because high inventory level leads to increase in carrying cost 

while low level of inventory leads to increase in ordering costs. It 

means that a single proportional regulator (CPIS) cannot keep up 

with the adequate orders course with a view to the demand signal. 

In addition, we calculate the variance amplification for the 

analyzed systems, which is known in the literature [10] – measure 

of the bullwhip effect. The bullwhip effect is a wasteful 

phenomenon that occurs due to a lack of information across the 

supply chain. Two primary definitions of bullwhip effect 

measurement exist. The first measurement method consists in 

comparing the order variance with the demand variance [16] 

where order can also be explained as production release in  

a manufacturing setting. The second definition, used in most 

empirical studies, compares the variance of order receipts (or 

shipments) with the variance of sales. The bullwhip measurements 

based on these two definitions are usually a good approximation 

of each other (as the material flow more or less follows the 

information flow), but they differ in concept. 

We conduct a measure of bullwhip effect, which is defined as 

the ratio between the variance of order quantity and the variance 

of demand. Then we discuss the linkage between the bullwhip 

measure and weights of the cost function. For a detailed 

discussion on the different implications between the uncertainty 

propagation and variability propagation along the supply chain, 

we refer the readers to works: [2], [3], [8]. Fig. 7 shows how the 

weight of the cost function impacts the bullwhip effect measure. 

Marks are identical as those in Fig. 4. The values of bullwhip 

should be possibly small. Generally, the CPIS control system has 

the biggest BWE values for w1<150 (see Fig. 5). The PIS-AMIL 

control system has smaller values of BWE for w1>150. The point 

w1=150 is mutual. 

 

 
 

Fig. 7.  Impact of the weight of the cost function on bullwhip effect indicator 

 

 

6. Conclusions 
 

The proposed structures of the systems enable automatic order 

control for the inventory with a large 28 days delay in differ 

service quality. Our analysis shows that imposing a finite capacity 

to the system has a smoothing effect on the order variability. On 

the basis of the signal, we can decide how control systems react 

for the demand and verify the quality of the control system as well 

as test whether it is adequate to the demand signal. The empirical 

results shown in Figs. 5 and 6 reflect the differences between these 

two control inventory systems. The system response indicates the 

weaknesses of the CPIS structure. The system response of the 

CPIS in Figs. 5 and 6 is characterized by an inappropriately large 

increase in stock in the initial period of the simulation. The 

increase is almost 24 and 12 times larger than that in the structures 

PIS-AMIL. The use of this control algorithm for systems with 

long delays is not advisable. One the other hand, the time 

responses for the system PIS-AMIL show the adequate level of 

orders and stocks, also in a wide range of changes –keeping stock 

at the minimum level. 

On the basis of the investigation results, we tried to answer: how 

the structure of the control system impact on the properties of the 

control inventory control system. The structure of the CPIS – does 

not provide appropriate reaction for high varying demands, the 

reference inventory level is inappropriate. The system with 

adaptive reference stock level PIS-AMIL has much better 

performance. The simulation results indicate that the proposed 

approach can make an effective tracking of a given demand. 
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1. Introduction

Increasing dimension of inventory management requires 
advanced methods to reduce maintenance costs. As a result 
of the emergence of complex inventory control systems, more 
and more scientist began to use the methods of multi-crite-
ria optimization. Pareto-based techniques were proposed in 
1993 and 1994, e.g., MOGA [1], NPGA [2] and NSGA [3]. 
One of the most effective algorithms, used in multi-criteria 
problems, is the Strength Pareto Evolutionary Algorithm 
(SPEA) proposed in [4]. SPEA has shown very good perfor-
mance in comparison to other multi-objective evolutionary 
algorithms [5]. Furthermore, improved version of SPEA has 
also been created. It is called SPEA2 and is presented in [6]. 
The improved Strength Pareto Evolutionary Algorithm is one 
of the most important multi-objective evolutionary algorithms 
that use elitism approach and therefore it has been used in 
recent studies: [7–12].

Inventory optimization means maintaining a certain level 
of inventory that would eliminate the out-of-stock situations 
and  at the same time would provide as low as possible hold-
ing costs. In a nutshell, this is all about maintaining balance 
between demand and supply. Every inventory system faces the 
challenge of matching its supply volume to customer demand. 
How well control system manages this complex challenge 
has a profound impact on inventory profitability. Due to the 
necessity for effective inventory management inventory control 
systems have been developed.  The two classic systems for 
managing customer demand are a periodic and a perpetual 
system [13]. A perpetual inventory system is a superior to 
the older periodic inventory system because it keeps contin-
ual track of sales and inventory levels which helps to prevent 
stock-outs – this is its advantage.

There has been an growing interest in solving inventory 
management problem. Before control systems, a lot of inven-
tory models have been invented: [14–16]. More and more 
works have been focusing upon creating new or modified 
inventory control systems: [17–24]. Issues of a similar prob-
lem dimension, but associated with congestion control in 
computer networks, are presented in [25].

Due to occurring variance amplifications of order quanti-
ties in inventory systems, called the bullwhip effect [26], it is 
necessary to use special methodology to eliminate such a sit-
uation. This extremely negative phenomenon had gave rise to 
range of methodologies used to this day and is indispensably 
connected to the stability of supply chains which is investi-
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gated in [27]. Conducted research in [27] quantifies the effect 
of these variations on system stability and presents mechanism 
with work in progress (WIP) position. On the other hand, in 
[17] is proposed methodology for time-varying delay based on 
Smith predictor. However, in [26, 27] it is suggested a general 
replenishment rule that can reduce variance amplification sig-
nificantly by control theoretic approach, which integrated dif-
ferent forecasting methods into the order-up-to system. To our 
knowledge, order-up-to systems usually result in the bullwhip 
effect [26]. An order-up-to policy is optimal in the sense that 
is minimizes the expected holding and shortage costs [28]. As 
far as methods for bullwhip effect reduction are concerned, 
H-infinity control methodology minimizes the worst case effects 
of the external demand fluctuations on the performance of 
the system [29]. The application of this method requires that 
the transportation and production lead times are known and 
constant, but also can be used with satisfactory results with 
time-varying delays. H-infinity policy applies the filtering tech-
niques and optimizes local inventory costs while avoiding the 
bullwhip effect.

In order to make a fair comparison between a classical stock-
based order-up-to policy and PD with Smith predictor inven-
tory control system we apply work-in-progress to account for 
the destabilizing effect in the perpetual inventory system. The 
aim of this work is to analyze and compare work of systems 
with different shipping delays: Perpetual Inventory System 
with adaptive order level and work-in-progress mechanism pro-
posed by literature and Proportional-derivative Inventory Con-
trol System with Smith predictor and adaptive reference stock 
level  proposed by the authors. In other words, this work is 
comparison between our PD-Smith-based methodology which 
was used in [21] for time-varying delay (in this work is exam-
ined for time-invariant systems) and classical order-up-to pol-
icy used mostly for time-invariant systems. Parameters were 
selected for all control systems structures through solving 
optimization tasks for a specific scenario of variable market 
demand using the Strength Pareto Evolutionary Algorithm 
2 (SPEA2) in MATLAB/Simulink. In this article, we mainly 
want to show differences of results gained through solving opti-
mization task using SPEA2 and performance for two control 
inventory systems and different shipping delays. The objective 
of inventory optimization is to maintain optimal inventory 
levels depending on demand and to minimize inventory hold-
ing cost while avoiding shortages [30]. In [31] Pareto-based 
meta-heuristic algorithm are used to solve the bi-objective 
inventory models. The first objective function aims to min-
imize the total cost of the system, which consists of holding 
cost, ordering cost and shortage cost and the second objective 
function, maximizes the service level through minimizing the 
cumulative distribution of the demands [31]. 

In this paper, the results for both systems are compared 
using a bi-objective optimization. In order to compare the 

results, several numerical examples are generated and the 
results are analyzed on the basis of generated plots and tables.

2. The Mathematical Model of Inventory

The number of products that could potentially be sold from 
the store is modelled as a certain, unknown in advance 
limited function of time: 0 ≤ d(k) ≤ dmax. Where dmax is the 
maximum number of products sold per unit of time. Instan-
taneous values of d(k) fluctuate in time and depend on the 
market demand. Demand for the products is generally vari-
able in time. The number of products purchased from the 
inventory h(k) depends on the demand, as well as the avail-
able stocks y(k) and following inequalities are held:

 0 ≤ h(k) ≤ d(k) ≤ dmax,     0 ≤ y(k) ≤ ymax (1)

If the quantity of products in stock at moment k is sufficiently 
large, it means that: d(k) = h(k).

From the standpoint of controlling the flow of goods, it is 
important to maintain certain stock in the inventory, regard-
less of transient changes in customer demand, so as to avoid 
a situation in which the magazine is empty or the quantity 
of the stored products will be excessive, or even exceeds the 
storage capacity ymax.

The product quantity stored in the inventory at moment 
k, called the stock, is therefore given as follows:

 y(k) = y(k – 1) + u(k – t) – h(k) (2)

t – the time required to deliver ordered products to the inven-
tory.

The delay is known t and this model is a linear, stationary 
and discrete with signals saturations. The block diagram of 
the analysed system is shown in Fig. 1. The system consists of 
three main blocks: transport and production delay, inventory 
model and control system based on order control.

3. The Control Systems Definitions

There are many different ways to keep control of the inven-
tory but in every inventory control system, it is necessary to 
determine when and how much to order. Scientific methods for 
inventory control can give a significant competitive advantage. 
Control system has to order the certain amount of products 
at a certain time with a view to market demand and current 
inventory level. Inventory control means that all stocks of pro-
ducts are promptly and properly ordered, issued, preserved 
and accounted in the best interest of an entity that manages 
its inventory.

Fig. 1. Block diagram of inventory system with control system
Rys. 1. Schemat blokowy systemu magazynowego z układem sterowania

Fig. 2. A block diagram of Perpetual Inventory control system with 
adaptive order level
Rys. 2. Schemat blokowy ciągłego systemu sterowania magazynem 
z adaptacyjnym poziomem zamówień
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It is essential to create a mathematical description of investi-
gated two control systems:

A)  Perpetual Inventory System with adaptive 
order level

A Perpetual Inventory System is also known as “Automatic 
Inventory System”. A perpetual system keeps records of the 
amount in storage, and it replenishes when the stock drops 
to certain level k3.

The reorder point – threshold, inventory content critical value, 
is fixed, but review period, order quantity and maximal inven-
tory level are variable (max inventory level depends on demand). 
k1 together with a factor k2 make an affine function of maximal 
inventory capacity depending on market demand, given in the 
following form:

 
( ) ( )

( ) ( )
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where: k3 – reorder point.
In order to make a fair comparison between a classical stock-

-based order-up-to policy and PD with Smith predictor inven-
tory control system we supplement the control law (3) of the 
perpetual inventory system with work-in-progress term to pro-
vide for the controller data about past orders which are not 
delivered to the inventory yet. The system will be denoted as A’ 
and the control law is described in the following way:

(4) 

 

B) Proportional-derivative Inventory Control 
System with Smith predictor and adaptive 
reference stock level 

The structure shown in Fig. 3 – the control system is based 
on a classical structure with Smith predictor. It is a kind of 
a predictive controller, which was developed for control sys-
tems, which are characterized by long and inevitable delays. 
Its structure is based on implementations of the model with-
out delay and with delay. Based on the control concepts for 
systems with delays using a Smith predictor it is assumed 
that an estimated model of the system without delay is given 
in the form:

 ( ) ( ) ( ) ( )khkukyky pp −−+−= 11ˆˆ  (5)  

Model of discrete-time PD controller for error e(k) of model 
without delay is given in the following form:

 ( ) ( ) ( 132 −−+= kkkkkku εεε   (6)
 
where:
 ( ) ( ) ( )kykyk pref ˆ−=ε   (7) 

It is assumed that the reference value of stocks yref(k) is a linear 
function of the demand given in the form of:

 ( ) ( )kdkkyr 1=  (8)

Block diagram of the control system is shown in Fig. 3. The 
variables k1–k3 are parameters of the control system. 

Due to the similarity between the considered class of systems 
and engineering processes, it is a natural choice to apply con-
trol-theoretic methods in the design and analysis of strategies 
governing the flow of goods.

4. Bicriterial optimization and SPEA2

Consider, the problem of finding the optimal values of the 
parameters ki, i = 1, 2, 3 of a dynamic system with fixed struc-
ture from Figs. 2–3. In the case of the inventory system, cost 
functions can be defined by the following relations:

 ( ) ( )[ ]∑
=

−=
N

k
khkd

N
j

τ

1
1  (9)

  
 ( )∑

=
=

N

k
ky

N
j

τ

1
2   (10) 

where: t – the time required to deliver ordered products to the 
inventory, N is the length of the time horizon.

The equation (9) represents a lost opportunity to make sales. 
In turn, the expression (10) concerns use of space in the inven-
tory.

The objective is represented as the following vector:

 [ ]21,jj=j   (11) 

For the model described by relationships (1)–(2) and the con-
trol systems described by equations (3)–(8) and a quality indi-
cator in the form of (9)–(11) the optimization problem can be 
defined in the following form:

 j
k

min  (12)  

Where optimization variables and constraints are dependent 
on the controller structure:

 k = [k1, k2, k3], k1 ≥ 0, k2 ≥ 0, k3 ≥ 0
 

The improved Strength Pareto Evolutionary Approach 
(SPEA2) is chosen to perform the control system optimiza-
tion resulting in the final analysis and comparison. SPEA is an 
extension of the Genetic Algorithm for multiple objective opti-
mization problems. SPEA2 has an external archive consisting 
of the previously found non-dominated solutions. It is updated 
after every generation and for each solution a strength value is 
computed [28]. An archive of the non-dominated set is mainta-
ined separate from the population of candidate solutions used 

Fig. 3. A block diagram of Proportional-derivative Inventory control 
system with Smith predictor and adaptive reference stock level 
Rys. 3. Schemat blokowy systemu sterowania magazynem z regulatorem 
proporcjonalno-różniczkującym oraz predyktorem Smitha z adaptacyjnym  
referencyjnym poziomem zapasów
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in the evolutionary process, providing a form of elitism. Due to 
potential weaknesses of SPEA, the improved version – SPEA2 
has better fitness assignment scheme, more precise guidance of 
the search and a new archive truncation methods [6]. To avoid 
situations where population members dominated by the same 
members of the archive have the same fitness value, SPEA2 
takes into account both the number of dominating and domi-
nated solutions in computing the raw fitness of a solution. The 
objective of the algorithm is to locate and maintain a front of 

Fig. 4. Flow chart of SPEA2 algorithm 
Rys. 4. Schemat blokowy algorytmu SPEA2

Fig. 5. Pareto front and selected points for inventory control system 
for two different delays
Rys. 5. Front Pareto oraz wybrane punkty dla systemu sterowania 
magazynem z dwoma różnymi opóźnieniami

Fig. 6. Pareto front and selected points  for inventory control system 
for τ = 2
Rys. 6. Front Pareto oraz wybrane punkty dla systemu sterowania dla τ = 2

non-dominated solutions – set of Pareto optimal solutions. The 
flow chart which shows the steps of SPEA2 can be seen in Fig. 4.

5. Simulation Research and Analysis

In this section the results of computer simulations and compa-
rative analysis is presented. The structures of control systems 
in Figures 2 and 3 are applied. The main purpose of this sec-
tion is to compare the optimization results for different time 
delays for two different control structures: Perpetual Inventory 
System with adaptive order level A, Perpetual Inventory System 
with adaptive order level with work-in-progress mechanism A’ 
which stems from literature and Proportional-derivative Inven-
tory Control System with Smith predictor and adaptive refe-
rence stock level proposed by authors. Results for A – PIS-AOL 
control system are marked by black lines, A’ – PIS-AOL’ by 
blue lines and whereas for B – PDIS-SP-ARSL control system 
are marked by red line.

With a view to simulation research of the control systems for 
a discrete, stationary linear model with signal bounds described 
by equations (1)–(2), the control systems described by equations 
(3)–(8) the quality indicator in the form of (9)–(11), the time 
horizon N = 1000 and the sampling period is one day. Tuning 
of the control system is based on a the bicriterial optimization 
task using SPEA2 (improved version of Strength Pareto Evo-
lutionary Algorithm) and trapezoidal demand signal plotted in 
Fig. 8 and 9. On the basis of the results we try to evaluate: how 
does the controller structure impact on the properties of the 
inventory control system.

To solve the optimization problem (17) a SPEA2 was used 
with parameters: population size 500 for all A, A’ and B, maxi-
mal number of generations 50 for A’ and B, 400 for A.

In order to see the impact of the delay between ordering 
products and delivering it to the inventory – t on the results of 
optimization task and the performance of the control system, 
simulations were carried out for three values of t: 28, 14 and 2. 
First, an analysis of the objective function plots has been con-
ducted. Pareto front with shortages cost j1 and holding cost j2 
is depicted in Fig. 5 for 3 delay values.

It can be noticed from Fig. 5 that almost all solutions for 
A control system are dominated by solutions for B control sys-
tem for all considered delays except from solutions for j1 < 2 and 
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j2 > 5200 for t = 28 where the opposite situation can be seen. 
However, due to considerably high value of holding cost, i.e. the 
value j2, these solutions are not relevant for practical reasons. 
On the other hand, A’, which is A with work-in-progress mech-
anism, achieves smaller cost function values j1 and j2. Although 
results for A and B are also relatively close to each other for 
small delay t = 2. It means that the phenomenon of shortages 
and high holding costs occurs less in B than in A and A’. Next 
step of the analysis requires selection of points in the Pareto 
front plots (Fig. 5 and Fig. 6) on the basis of three criteria. 

Three points were chosen among the solutions space for t = 2 
and t = 28. Selected points were chosen by three criterions (see 
Table 1 and 2): 
1) min(100j1 + j2): A1, B1, A’1 for t = 2 and A4, B4, A’4 for 

t = 28 – marked by blue circles;
2) j2 ≈ const ≈ 100: A2,B2, A’2 for t = 2 and j2 ≈ const ≈ 2900: 

A5, B5, A’5 for t = 28 – marked by green circles;
3) j1 ≈ const ≈ 1.8: A3,B3, A’3 for t = 2 and j2 ≈ const ≈ 17.3: 

A6, B6, A’6 for t = 28 – marked by cyan circles.
After points selection, it is possible to make a simulation rese-

arch of responses of presented inventory control systems: h(k), 
y(k), d(k) – h(k).

Fig. 7. System response – purchased products h(k) and customer 
demand d(k) for A4,B4 for τ = 28
Rys. 7. Odpowiedź układu – zakupione produkty h(k) oraz zapotrzebowanie 
klientów d(k) dla A4, B4 dla τ = 28

Fig. 8. System response  – difference between customer demand d(k) 
and purchased products h(k) for A4, B4 for τ = 28 and A1,B1 for τ = 2
Rys. 8. Odpowiedź układu – różnica pomiędzy zapotrzebowaniem klientów 
d(k), a zakupionymi produktami h(k) dla A4, B4 dla τ = 28 i A1,B1 dla τ = 2

Table 1. Selected optimization results using SPEA2 Algorithm to A 
Control System
Tabela 1. Wybrane wyniki optymalizacji z wykorzystaniem algorytmu 
SPEA2 do systemu sterowania A

Point
1j  2j 1k 2k 3k

2τ =  

A1 1.60 51.1 0.997 0.131 804

A2 1.33 99.3 0.995 1.34 477

A3 1.75 40.3 0.997 0.022 318

28τ =

A4 20.6 394 0.983 0.808 4459

A5 9.58 2918 0.887 44.96 27775

A6 17.3 1323 0.939 16.6 27495

Table 2. Selected optimization results  using SPEA2 Algorithm to B 
Control System
Tabela 2. Wybrane wyniki optymalizacji z wykorzystaniem algorytmu 
SPEA2 do systemu sterowania B

Point
1j  2j 1k 2k 3k

2τ =  

B1 0.0489 0.225 5.20 0.238 0.524

B2 0.00423 100 1.95 1.488 0.0081

B3 1.78 0.006 4.94 0.253 0.283

28τ =

B4 3.91 385 68.7 0.0240 0.825

B5 1.79 2879 97.1 0.015 0.995

B6 17.3 50.9 28.1 0.529 0.219

Table 3. Selected optimization results  using SPEA2 Algorithm t A’ 
Control System
Tabela 3. Wybrane wyniki optymalizacji z wykorzystaniem algorytmu 
SPEA2 do systemu sterowania A’

Point
1j  2j 1k 2k 3k

2τ =  

A’1 0.788 74.3 3.00 0.0259 21.1

A’2 0.662 102 3.00 0.107 8.83

A’3 1.73 46.1 2.99 0.0574 10.5

28τ =

A’4 10.8 801 28.5 28.4 377

A’5 2.33 2918 27.5 742 200

A’6 17.3 478 28.0 8.50 308

9

Ewelina Chołodowicz, Przemysław Orłowski



In Fig. 7 h(k) is showed. It represents number of purchased 
products. In ideal control system h(k) = d(k) but deviations 
occured because of the unknown in advance demand, delay t 
and the criterion of minimizing inventory stocks j2. In Fig. 8 can 
be seen precisely difference between selled goods in two systems 
with different two shipping delays:  t = 2 and  t = 28.

Beacause of broad simulation horizon and small delay (t =  2), 
a plot with h(k) is showed almost demand h(k) ≈ d(k). There is 
no visible difference between d(k), hA(k), hB(k) for points A3, B3 
and t = 2. This is because of incomparably small deviation value 
compared to demand. For this reason, we show Fig. 8 which 

Fig. 9. System response  – the stock level y(k) for A4, A’4, B4 for τ = 28
Rys. 9. Odpowiedź układu – poziom zapasów y(k) dla A4, A’4, B4  dla τ = 28

Fig. 10. System response – difference between customer demand d(k) 
and purchased products h(k) for A3, A’3,B3 for  τ = 2
Rys. 10. Odpowiedź układu – różnica pomiędzy zapotrzebowaniem 
klientów d(k), a zakupionymi produktami h(k)  dla A3, A’3, B3 dla τ = 2

Fig. 11. System response  – the stock’s level y(k) for A3, A’3, B3 for τ = 2
Rys. 11. Odpowiedź układu – poziom zapasów y(k) dla A3, A’3, B3 dla τ = 2

presents the difference of the two values: customer demand 
minus the current number of purchased products.

It is also necessary to take into account y(k) which represents 
number of accumulated stocks in the inventory. Inventory con-
trol system which generates higher peak stocks levels as a result 
of demand decrease is definitely worst than one with lower 
stocks level. This situation can be seen in Fig. 9 – for k ∈ (600, 
700) system B has the peak value – 970, A – 4500 and A’ – 
3000. After including work-in-progress mechanism in A, it can 
be seen that y(k) has the shape of saw and there is no single 
hudge signal like in A, but classical saw-shaped stock level. In 
the Fig. 9, you can see that B and A aims to achieve zero level 
of stocks for t  = 28 and manage it for k > 800.

On the basis of defintion of j1 it may be concluded that its 
difference should equal zero for k = t, t + 1, …, N where N is 
the length of the time horizon. In Fig. 8 and 10 it is clearly seen 
that difference between demand and the number of purchased 
products of the two systems is almost the same until k ≤ 300. 
We can say that on response to step demand with level 50 at 
the time zero of two systems is similar, but complety different 
responses occur for linearly increasing demand – interval k ∈ 
(300, 400).

Tables 1–3 consist of solutions for selected points. They shown 
that for the same shortage cost, the holding cost is the smallest 
for system B, what we can observe in the Fig. 11. Furthermore, 
taking into consideration the interval in the Fig. 11 –  
k ∈ (300, 400) when d(k) rapidly changing (from 50 to 650), it 
is an evidence that B manage to cope with fast amplification of 
demand with minimal stock level. On the contrary, A and A’ 
have almost the same value of j1 as B, but significantly higer 
values of the j2 indicator (holding cost), i.e.: A – 40.3, A’ – 46.1, 
where for B j2 = 0.006.

6. Conclusions 

Advantage of Proportional-derivative Inventory Control Sys-
tem with Smith predictor and adaptive reference stock level 
over Perpetual Inventory System with adaptive order level is 
clearly visible through steps of the comparison process. First 
step of analysis shows significant advantage of B over A for 
every value of assumed delay between ordering products and 
delivering it to the inventory. Comparison of Pareto front 
plots was made for the same value of the delay and the same 
demand function. The simulations results shows that system 
proposed by the authors have better values of optimization 
indicators presented in table 1 and 2 for all criterions descri-
bed in section 5.: for criterion min(100j1 + j2) – j1 and j2 are 
smaller, for criterion j2 = const – j1 is smaller, and for criterion 
j1 = const – j1 is smaller.

In order to finalize the comparison, we analyse figures with 
number of purchased products, the stock level response and 
pointed out the difference of market demand and currently 
purchased products. What is more, Proportional-Derivative 
Inventory Control System with Smith predictor and adaptive 
reference stock level has better inventory stocks level value – 
smaller for t = 28 and t = 2 taking into account the whole time 
horizon. Proportional-Derivative Inventory Control System with 
Smith predictor and adaptive reference stock level – for each 
delay and is characterized by the lowest value of j1 and j2. The 
overall conclusions show a advantage of B over A and A’ in cer-
tain periods: for all j1, j2 (t = 2, t = 14) or almost all for t = 28. 
As a result of this, the inventory holding cost is larger and 
shortages are more frequent and longer for the order-up-to pol-
icy A and A’ than it is for PD with Smith predictor approach 
in these periods.
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The results demonstrate the capabilities of the evolutionary 
optimization approach to generate true and well distributed 
pareto-optimal non-dominated solutions. 

In conclusion, adding work-in-progress mechanism to per-
petual inventory control system results in better system per-
formance in some specific periods shown in Figs. 5 and 6, but 
the results are still dominated by results for PD with Smith 
predictor approach.
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Analiza porównawcza systemu sterowania ciągłego oraz 
z regulatorem PD i predyktorem Smitha dla różnych opóźnień 
dostaw z zastosowaniem metod optymalizacji dwukryterialnej 
i SPEA2

Streszczenie: W pracy przyjęto dyskretny, stacjonarny, dynamiczny model systemu magazynowego 
ze stałym w czasie opóźnieniem dostaw. Głównym celem jest przeprowadzenie analizy porównawczej 
dwóch systemów automatycznego sterowania zamówieniami: ciągłego systemu sterowania 
magazynem z adaptacyjnym poziomem zamówienia (ang. Perpetual Inventory System with adaptive 
order level) oraz systemu sterowania magazynem z regulatorem proporcjonalno-różniczkującym oraz 
predyktorem Smitha z adaptacyjnym poziomem  referencyjnym zapasów dla trzech różnych opóźnień 
dostaw. Optymalne nastawy  układów regulacji zostały dobrane za pomocą algorytmu ewolucyjnego 
dla problemów optymalizacji wielokryterialnej: SPEA2 (ang. Strength Pareto Evolutionary Approach). 
W symulacji uwzględniono dwa kryteria minimalizacji: koszt utrzymania zapasów (ang. Holding Cost) 
oraz koszt niedoboru zapasu (ang. Shortage Cost). Wyniki badań symulacyjnych zaprezentowano za 
pomocą wykresów oraz tabel w środowisku MATLAB/Simulink. 
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Porównanie systemów sterowania zapasami ze 
zmiennym opóźnieniem dostaw i zaburzonym 
zapotrzebowaniem: cyklicznego oraz z regulatorem 
PD i predyktorem Smitha

Comparison of Inventory Control Systems with Time-varying 
Delivery Delay and Disturbed Demand: a Periodic and PD 
Controller with Smith Predictor

Abstract: In this paper, we use a mathematical model of an inventory system with time-
varying delivery delay and two control systems in order to compare their properties with 
different variance of noise for the goods flow optimization problem in the inventory 
systems. Control systems structures based on mathematical discrete equations are given 
for optimization: a Periodic Inventory System with adaptive maximal inventory level and 
Proportional-derivative Inventory Control System with Smith predictor and adaptive 
reference stock proposed by the authors in previous works. Parameters were selected 
for each of the control system structures through solving bictriterial optimization task 
for a specific scenario of variable market demand using SPEA2 in Matlab/Simulink. In this 
article, we mainly highlight which control structure reaches better performance taking 
account probabilistic disturbance in market demand. 
Key-words: inventory control system, automated order system, time-varying inventory 
model, SPEA2, bicriterial optimization, inventory optimization, discrete-time systems
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Wprowadzenie

Konieczność ciągłego postępu powoduje, że sterowanie przepływem dóbr w maga-

zynie wymaga podejmowania możliwie najkorzystniejszych decyzji warunkujących 

osiągnięcie pożądanych celów. Zwiększenie wymiaru zarządzania magazynem wy-

maga stosowania zaawansowanych metod w celu minimalizacji wszelkich kosztów. 

Jednym z głównych środków umożliwiających osiągnięcie tych celów jest optyma-

lizacja. Sprzyja temu obserwowany od szeregu lat zarówno rozwój metod i technik 

optymalizacji, jak i coraz szersze stosowanie ich w praktyce. Do obszaru poszukiwa-

nia skutecznych metod rozwiązywania wielokryterialnych zadań optymalizacyjnych 

należy ewolucyjna optymalizacja wielokryterialna. Narzędzia optymalizacji znajdu-

ją wiele zastosowań w  problemach związanych z  minimalizacją kosztów [Chaisiri, 

Lee, Niyato 2012, ss. 164–177; Yeh 2015, ss. 1051–1065; Yepes, Martí, García-Segura 

2015, ss. 123–134; Sawik 2015, ss. 58–66]. Systemami wymagającymi minimalizacji 

kosztów związanych z wieloma kryteriami są systemy magazynowe. W wyniku po-

wstania złożonych systemów sterowania zapasami coraz większy udział ma zasto-

sowanie optymalizacji wielokryterialnej do tego typu problemów. Techniki Pareto 

zostały zaproponowane w latach 1993 oraz 1994, np. MOGA [Fonseca, Fleming 1993, 

ss. 416–423], NPGA [Horn, Nafpliotis, Goldberg 1994, ss. 82–87] and NSGA [Srinivas, 

Deb, 1994, ss. 221–248]. Jednym z najbardziej efektywnych algorytmów używanych 

w problemach optymalizacji wielokryterialnej jest Strength Pareto Evolutionary Al-

gorithm (SPEA) zaproponowany w  [Zitzler, Thiele 1998, ss. 1–34]. Co więcej, utwo-

rzono również ulepszoną wersję tego algorytmu zwaną SPEA2 [Zitzler, Laumanns, 

Thiele 2001, ss.  95–100]. Algorytm ten jest jedną z  najważniejszych wielokryterial-

nych metod ewolucji, które wykorzystują elitaryzm [Zitzler, Thiele 1999, ss. 257–271].  

W ostatnich latach nastąpiło zwiększenie zainteresowania rozwiązaniem problemu 

zarządzania magazynem. Przed samymi systemami sterowania stworzono wiele 

różnych modeli magazynu: [Chołodowicz, Orłowski 2015a, ss.  28–32; Ouyang, Wu, 

Cheng 2013, ss.  277–288; Sarkar 2013, ss.  3138–3151]. Coraz więcej prac skupiało 

się również na stworzeniu nowego bądź zmodyfikowanego systemu sterowania 

magazynem: [Ignaciuk, Bartoszewicz 2011, ss.  39–49; Ignaciuk, Bartoszewicz 2010, 

ss. 269–274; Leśniewski, Bartoszewicz 2014, ss. 4589–4594; Ignaciuk 2015, ss. 338–

348; Ignaciuk, Bartoszewicz 2012, ss. 1561–1582; Fattahi, Hajipour, Nobari 2015, ss. 

211–223; Chołodowicz, Orłowski 2015b, ss. 55–60; Chołodowicz, Orłowski 2015c, ss. 

568–572; Abrahamowicz, Orłowski 2016, ss. 5–10; Orłowski 2016]. Ze względu na 
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występowanie zjawiska zwiększenia wariancji ilości zamawianych produktów w sys-

temie magazynowym, zwanego efektem byczego bicza (bullwhip effect) [Dejonc-

kheere, Disney, Lambrecht i  in. 2003, ss. 567–590], konieczne jest stosowanie spe-

cjalnych metod, aby zminimalizować bądź wyeliminować jego wpływ. To niezwykle 

niekorzystne zjawisko doprowadziło do powstania szeregu metod stosowanych do 

tej pory i ma związek ze stabilnością łańcuchów dostaw – co zostało poddane ana-

lizie przez duet Riddalls, Bennett [2002, ss. 459–475]. Przeprowadzone tam rozwa-

żania określają ilościowo wpływ efektu zwiększenia wariancji na stabilność systemu 

i wskazują na mechanizm eliminujący ten wpływ – tzw. mechanizm z pracą w toku 

(WIP, work-in-progress position). Z  drugiej strony Chołodowicz i  Orłowski [2015b, 

ss. 55–60] zaproponowali metodę ze zmiennym w czasie opóźnieniem dostaw, która 

oparta jest na predyktorze Smitha. Jednakże w  innych pracach [Dejonckheere, Di-

sney, Lambrecht i  in. 2003, ss. 567–590; Riddalls, Bennett 2002, ss. 459–475] przed-

stawiona jest ogólna zasada uzupełniania zapasów, która znacznie zmniejsza wzrost 

wariancji z zastosowaniem teoretycznego podejścia do sterowania, które łączy w so-

bie różne metody prognozowania. 

Celem pracy jest analiza porównawcza dwóch systemów sterowania w obecno-

ści stochastycznego zaburzenia zapotrzebowania rynku z różną wariancją. Do analizy 

przyjęto dynamiczny dyskretny model systemu magazynowego ze zmiennym w cza-

sie opóźnieniem [Chołodowicz, Orłowski 2015a, ss. 28–32]. Nastawy układów regula-

cji zostały wyznaczone w wyniku minimalizacji wskaźnika kosztu za pomocą SPEA2. 

Jako kryterium jakości sterowania przyjęto wskaźnik minimalizujący koszty groma-

dzenia i utrzymania zapasów oraz utracone korzyści związane z brakiem możliwości 

zaspokojenia zapotrzebowania rynku w celu dokonania porównania pomiędzy kla-

syczną cykliczną polityką zarządzania zapasami z mechanizmem pracy w toku (work-

-in-progress) (A) a układem sterowania z regulatorem PD oraz z predyktorem Smitha 

(B). W pracy zawarto wyniki obliczeń i symulacji komputerowych dla przyjętego za-

burzonego stochastycznie scenariusza zmian zapotrzebowania rynku. 

Model matematyczny 

Model matematyczny systemu magazynowego został podany w pracy Chołodowicz 

i Orłowskiego [2015a, ss. 28–32]. Na rys. 1 przedstawiony jest schemat blokowy syste-

mu magazynowego.

Porównanie systemów sterowania zapasami ze zmiennym opóźnieniem dostaw i zaburzonym zapotrzebowaniem: 
cyklicznego oraz z regulatorem PD i predyktorem Smitha
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Rysunek 1. Schemat blokowy systemu magazynowego 

Źródło: Opracowanie własne.

Schemat składa się z  podstawowych elementów systemu magazynowego wraz 

z opóźnieniami i uwzględnieniem zakłóceń gdzie d(k) to zmienne w czasie zapotrze-

bowanie na rynku na towary z magazynu. Przyjęto, że jest to pewna, nieznana, ogra-

niczona z góry funkcja: 0≤d(k)≤dmax, u(k) – (sygnał sterujący) ilość produktów zamó-

wionych k-tego dnia, τp – opóźnienie produkcyjne związane z  czasem potrzebnym 

na wyprodukowanie oraz skompletowanie zamówienia, τs – opóźnienie spedycyjne 

– czas niezbędny na transport zamówionych produktów do magazynu bez czasu 

oczekiwania na transport, τo(k) – zmienne w czasie opóźnienie wynikające z oczeki-

wania na środek transportu, h(k) – ilość produktów sprzedanych, która zależy od za-

potrzebowania oraz dostępnych zapasów magazynowych y(k). Przy czym spełnione 

są nierówności: 

0≤h(k)≤d(k) ≤dmax, 0≤y(k)≤ymax     (1)

Jeżeli poziom zapasów jest wystarczający, to zachodzi d(k)=h(k). Wprowadzo-

no również współczynnik wysyłki w chwili czasu k w celu uwzględnienia w modelu 

zmiennego w czasie opóźnienia związanego z kumulacją produktów w oczekiwaniu 

na transport:

       (2)
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Liczba produktów oczekujących na wysyłkę do magazynu jest opisana zależno-

ścią:

x(k)=q(k–1)x(k–1)+u(k– τp)    (3)

gdzie: x(k)≥0, u(k)≥0

Stan magazynu w chwili k jest zależny od poprzedniego stanu magazynu, liczby 

produktów dostarczonych do magazynu i produktów wydanych z magazynu h(k), co 

przedstawia poniższa zależność: 

y(k)=y(k–1)+(1–q(k–τs))x(k–τs)–h(k)    (4) 

Opis układów sterowania

Zadaniem układu sterowania systemem dostaw w  magazynie jest utrzymanie od-

powiedniego oraz wystarczającego poziomu zapasów w  magazynie w  zależności 

od zmiennego w  czasie zapotrzebowania d(k). Wystarczający poziom zapasów to 

ten, który pokryje zapotrzebowanie, a  odpowiedni oznacza adekwatną liczbę pro-

duktów w  stosunku do danego zapotrzebowania. Klasyczne systemy sterowania 

zapasami SCS (Stock Control Systems) stanowią podstawę regulacji stanów zapasów 

wielu przedsiębiorstw. Losowy charakter popytu jest przyczyną używania w praktyce 

określenia: stochastyczne systemy sterowania zapasami (Stochastics Inventory Control 

Systems). Zarządzanie zapasami w systemach SCS polega na udzieleniu odpowiedzi 

na pytania: „Kiedy i  ile zamawiać?” – realizowane jest to poprzez ustalenie dla każ-

dego scenariusza zapotrzebowania odpowiednich parametrów nazwanych normami 

sterowania, odnoszących się do ilościowo-czasowych parametrów zapasów. Wielkość 

tempa dopływu produktów do klientów uwarunkowana jest przez politykę dostaw 

stosowaną w danym przedsiębiorstwie. Jednymi z automatycznych systemów stero-

wania opartych na klasycznych politykach dostaw są: ciągły (dowolny okres zama-

wiania) oraz cykliczny (stały okres zamawiania) system sterowania zamówieniami. 

W pracy dokonano porównania dwóch systemów: cyklicznego obecnego w literatu-

rze oraz systemu zaproponowanego przez autorów opartego na regulatorze propor-

cjonalno-różniczkującym i predyktorze Smitha.

Porównanie systemów sterowania zapasami ze zmiennym opóźnieniem dostaw i zaburzonym zapotrzebowaniem: 
cyklicznego oraz z regulatorem PD i predyktorem Smitha
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A) Klasyczny cykliczny system sterowania zapasami 
z adaptacyjnym maksymalnym poziomem zapasów

Założeniem systemu ze stałym okresem zamawiania (Periodic Reorder System) jest 

zmienna wielkość składanego zamówienia x(k) przy stałym okresie jego ponawiania. 

Wymaga to cyklicznego ustalania wielkości zamówienia. 

Uzupełnianie zapasu następuje do ustalonego maksymalnego poziomu. System 

nie wymaga ciągłej kontroli stanów zapasów, lecz kontroli okresowej – odpowiada 

jednoznacznie na pytanie „kiedy zamawiać?”. Aby umożliwić adaptację poziomu za-

pasów zależną od zapotrzebowania rynkowego dodano wzmocnienie k1. W  celu 

zminimalizowania efektu przeregulowania takich systemów sterowania (bullwhip ef-

fect) wprowadzony został mechanizm ograniczania jego wpływu na układ. W pracy 

zastosowano tzw. mechanizm pracy w  toku, dzięki temu możliwe jest uwzględnie-

nie zamówień w trakcie realizacji oraz adekwatne porównanie zachowania się dwóch 

badanych w pracy układów sterowania. Z tego powodu w pracy przedstawiona jest 

zmodyfikowana wersja klasycznego cyklicznego systemu sterowania zapasami, którą 

przedstawia rys. 2 i opisuje następująca zależność:

       (5)
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B) System sterowania magazynem z regulatorem 
proporcjonalno-różniczkującym oraz predyktorem 
Smitha z adaptacyjnym referencyjnym poziomem 
zapasów 

Struktura układu przedstawiona jest na rys. 3. System sterowania jest oparty na 

strukturze z  predyktorem Smitha. Predyktor Smitha jest rodzajem regulatora pre-

dykcyjnego, który został stworzony dla systemów charakteryzujących się długimi 

opóźnieniami. Jego struktura składa się z implementacji modelu bez opóźnienia oraz 

z  opóźnieniem. Biorąc pod uwagę koncepcje sterowania układów z  opóźnieniami 

z  zastosowaniem predyktora Smitha, przyjęto przybliżony model układu bez opóź-

nienia w następującej formie: 

        (6)

oraz model zmiennego w czasie opóźnienia dostaw w postaci:

 

       (7)

       (8)

 

Model regulatora PD dla błędu sterowania modelu przybliżonego bez opóźnienia 

oraz błędu modelu przybliżonego z opóźnieniem y(k)–ŷ(k)dany jest w postaci: 

 

       (9) 

gdzie: 

       (10) 

Założono, iż wartość referencyjna poziomu zapasów yref(k) jest następującą linio-

wą funkcją zapotrzebowania:

yr(k)=k1d(k)       (11)
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Zagadnienie optymalizacji dwukryterialnej 

Aby podejmować efektywne decyzje związane z przyjmowaną polityką uzupełniania 

zapasów niezbędna jest znajomość kosztów zapasów. Wśród kosztów związanych 

z  gospodarką zapasami wyróżnia się koszt utrzymania zapasów (Holding Cost) oraz 

koszt niedoboru zapasu (Shortage Cost). Koszt utrzymania zapasu stanowi zamrożo-

ny kapitał obrotowy i w rezultacie jest odpowiedzią na pytanie, jaka część zapasów 

jest wykorzystywana. Z kolei koszt niedoboru, czyli innymi słowy koszt wyczerpania 

zapasu, to koszt będący skutkiem braku dostępności produktów w okresie zapotrze-

bowania przewyższającego stan magazynu. Koszt niedoboru przyjmować może dwie 

formy: przeniesienie utraconych korzyści na następne okresy albo brak możliwości 

odzyskania utraconej sprzedaży. W niniejszej pracy przyjęto, że niedobory skutkują 

bezpowrotną utratą potencjalnych zysków. Przyjętym w modelu kryterium optyma-

lizacji w  ustalaniu ekonomicznej wielkości zamówienia jest minimalizacja kosztów 

utrzymania zapasów oraz minimalizacja występowania przestojów. 

W  pracy rozważony został problem znalezienia optymalnych wartości parame-

trów k1, k2, k3 układów dynamicznych przy strukturach opisanych równaniami (5)–(11) 

oraz przedstawionymi na rysunku 2 i 3. W tym celu sformułowano następujące dwa 

wskaźniki kosztu: 

`        (12) 

 

       (13)  

gdzie: 

j1– koszt strat związanych z przestojami

j2– koszt utrzymania zapasów

n0=τp+τs+τo – skumulowane opóźnienie układu dla u(k=0)

N – długość horyzontu czasowego analizy.

Funkcja celu jest przedstawiona w postaci następującego wektora:

j=[j1,j2] 

Zagadnienie znalezienia optymalnych wartości parametrów ki,i=1,2,3 układu 

dynamicznego (1)–(4) przy jego strukturach danych (5)–(11) zostało przedstawione 

w postaci następującego zadania optymalizacji: 
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       (15)  

Gdzie ograniczenia parametrów regulatora zależą od jego struktury:

k=[k1,k2], k1≥0, k2≥0 dla równania (5)

k=[k1,k2,k3], k1≥0, k2≥0, k3≥0 dla równania (6)–(11)

W dalszej części do wyznaczenia wartości k1,k2,k3 wykorzystano algorytm SPEA2. 

Schemat blokowy ukazujący etapy SPEA2 zaprezentowany jest na rys. 4. 

Porównanie systemów sterowania zapasami ze zmiennym opóźnieniem dostaw i zaburzonym zapotrzebowaniem: 
cyklicznego oraz z regulatorem PD i predyktorem Smitha
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Rysunek 4. Schemat blokowy przedstawiający algorytm SPEA2 

Źródło: Opracowanie własne.

Badania symulacyjne i analiza

Optymalizacja procesów logistycznych w magazynie polega na maksymalnym wyko-

rzystaniu posiadanych zasobów przy utrzymaniu minimalnych kosztów. Istotne jest 

zachowanie możliwie najlepszej ciągłości przepływu towarów. Poprawność realiza-

cji złożonych procesów magazynowych zależna jest od poprawnego funkcjonowa-

Ewelina Chołodowicz, Przemysław Orłowski



79

nia pojedynczego układu sterującego, który podejmuje dwie główne decyzje: ter-

min złożenia zamówienia oraz ilość produktów przypadająca na jedno zamówienie. 

Sterowanie nowoczesnymi systemami magazynowymi bazuje w  istocie w  pełni na 

technologiach informatycznych oraz automatyzacyjnych. Metody symulacyjne od-

grywają również znaczącą role w badaniach systemów magazynowych i są efektyw-

nymi narzędziami wykorzystywanymi do poprawy funkcjonowania zaprojektowa-

nych układów sterowania. Pozwalają one w znacznym stopniu wyeliminować ryzyko 

podjęcia nieprawidłowej decyzji dotyczącej wielkości i terminu zamówienia poprzez 

analizę wpływu poprzedniego zapotrzebowania na zachowanie się systemu. W  tej 

sekcji są zaprezentowane wyniki symulacji komputerowych w  środowisku Matlab/

Simulink oraz analiza porównawcza otrzymanych rozwiązań dla dwóch systemów au-

tomatycznego sterowania zapasami: A – klasycznego cyklicznego systemu sterowania 

zapasami z adaptacyjnym maksymalnym poziomem zapasów i B – systemu sterowania 

magazynem z  regulatorem proporcjonalno-różniczkującym oraz predyktorem Smitha 

z adaptacyjnym referencyjnym poziomem zapasów zaproponowanego przez autorów. 

Do badań symulacyjnych przyjęto struktury wybranych układów sterowania przed-

stawione na rys. 2 i 3 oraz liniowy, niestacjonarny, dyskretny model układu dynamicz-

nego systemu magazynowego ze zmiennym w  czasie opóźnieniem dostaw (3)–(4) 

z  ograniczeniami sygnałów (1)–(2). Wybrane dwa układy sterowania zamówieniami 

opisane są równaniami (5)–(11). Optymalizacja układów sterowania A oraz B jest zre-

alizowana z zastosowaniem algorytmu SPEA2 – z parametrami: liczebność populacji: 

500 oraz maksymalna liczba generacji: 50. W przeprowadzonym procesie optymali-

zacji pod uwagę brane są dwa kryteria: kryterium reprezentujące koszty utraconych 

korzyści z powodu przestojów j1 oraz kryterium opisujące koszty utrzymania zapasów 

j2, określone mianem wskaźników jakości danych w  postaci (12)–(13). Na potrzeby 

badań symulacyjnych założono następujące warunki (parametry układów): opóźnie-

nie produkcyjne równe opóźnieniu transportowemu τp=τs=10 dni, zmienne w czasie 

opóźnienie dostaw τo(k), horyzont czasowy N=1000 dni, czas próbkowania równy 

1 dzień, brak możliwości zwrotów towarów. Ze względu na potencjalne możliwości 

zastosowania proponowanego rozwiązania w rzeczywistym układzie sterowania roz-

ważana jest klasa środków transportu kursujących periodycznie i charakteryzujących 

się dużymi opóźnieniami. Wybrany środek transportu uwzględnia zmienne w czasie 

opóźnienie i fakt, że zamówienia są kumulowane. Przykładem takiego środka trans-

portu jest statek. Na potrzeby badań symulacyjnych przyjęto, że co 10  dni odbiera 

całość dostarczonych towarów x(k). W przypadku systemu A generator cyklu jest syn-
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chronizowany ze środkiem transportu. W celu uzyskania najkrótszego czasu dostar-

czenia zamówienia opóźnienie oczekiwania na transport dla systemu A  jest równe 

0. Do rozważań przyjęto scenariusz zmiennego zapotrzebowania ze stochastycznym 

multiplikatywnym zaburzeniem o wariancjach σ2:0, 0,005 oraz 0,1, wyrażone jest za 

pomocą następującej zależności: 

d(k)=dn(k)r(k)        (16)

 

gdzie: 

r(k)– proces losowy Gaussa, taki, że: 

Na rysunku 5 ukazano sygnał zapotrzebowania z zakłóceniem o wartości warian-

cji: 0,1 oraz bez zakłócenia. 

Rysunek 5. Sygnał zapotrzebowania d(k) bez zakłóceń i z zakłóceniem 

Źródło: Opracowanie własne.

W  skład kryteriów analizy porównawczej układów A  oraz B wchodzą: wykresy 

frontów Pareto z wybranymi punktami wyznaczonymi na podstawie trzech kryteriów 

oraz odpowiedzi układów przedstawiające poziom zapasów oraz różnice pomię-

dzy zapotrzebowaniem a  zakupionymi produktami dla trzech wybranych wartości 

wariancji zaburzenia stochastycznego sygnału zapotrzebowania klientów σ2:0, 0,005 

i 0,1. Skonfrontowano liczbę, długość trwania przestojów oraz utrzymywane zapasy 

magazynowe w okresach liniowego wzrostu, spadku oraz stałej wartości zapotrzebo-
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wania. Na podstawie wyników symulacji dokonano empirycznej weryfikacji efektyw-

ności układów sterowania w zależności od wariancji zakłóceń.

Rysunek 6. Front Pareto oraz punkty wyznaczone na podstawie kryteriów dla 
trzech wybranych wariancji zakłóceń 

Źródło: Opracowanie własne.

Na rys. 6 znajduje się wykres z  frontami Pareto, na osi x jest koszt przestojów j1 

oraz na osi y jest koszt utrzymywania zapasów j2 dla 3 wartości wariancji. W celu po-

równania ilościowego wszystkich otrzymanych rozwiązań Pareto obliczono pola po-

wierzchni pomiędzy wykresami systemów A  i B dla takiej samej wartości wariancji. 

Następnie wyznaczono ich dwa ilorazy dla wariancji 0,005 i 0, który wynosi 11, oraz 

dla wariancji 0,01 i 0,005, który wynosi 5,5. Ukazuje to rosnącą przewagę systemu B 

nad A wraz ze wzrostem wariancji. System B odznacza się zatem lepszą odpornością 

na zakłócenia. 

Na rysunku 6 zaznaczono 3 grupy punktów 11–16, 21–26, 31–36, punkty 12–15 

nie zostały podpisane ze względu na czytelność rysunku, są to kolejne punkty po-

między punktami 11–16. Punkty zostaną wykorzystane w analizie porównania stanu 

zapasów y(k) w  magazynie oraz utraconych korzyści na rzecz przestojów d(k)–h(k). 

Punkty zostały wybrane na podstawie trzech kryteriów:

1) j2≈const≈2960÷2970 : punkty 11–16

2) min (50j1+j2): punkty 21–26

3) j2≈const≈60,0÷60,8 : punkty 31–36
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Wyniki zastosowania trzech wymienionych kryteriów do rozwiązań Pareto opty-

malnych dla dwóch systemów sterowania zamówieniami: A  oraz B otrzymanych 

w procesie optymalizacji bikryterialnej zamieszczono w tabeli 1.

Kolejnym etapem analizy jest porównanie wybranych przypadków spośród punk-

tów tabeli 1. Można zauważyć, że przy podobnej wartości j2 dla wariancji równej 0 , 

koszt j1 jest mniejszy dla systemu B o mniej więcej 36%, dla σ2=0,005 o 18%, dla dla 

σ2=0,1 o 50%. Z kolei dla stałego kosztu utrzymania zapasów wartości dla systemów 

A i B są w przybliżeniu równe dla σ2=0, a dla wariancji różnej od 0 zachodzi znaczą-

ca poprawa wskaźnika j2 dla systemu B wraz ze wzrostem wariancji odpowiednio dla 

σ2=0,005 o 17%, σ2=0,1 o 25% mniejsze wartości j2 w porównaniu z systemem A.

W  celu dokonania porównania odpowiedzi dwóch układów sterowania wyzna-

czono wartości szczytowe zapasów magazynowych osiągane w przedziałach liniowo 

narastającego zapotrzebowania d(k) na rysunku 7 dla punktów 33,35 oraz σ2=0,005. 

Dla przedziału k   (300,400) wartość d(k) rośnie z 50 do 650, a wartości szczytowe wy-

noszą odpowiednio: A – 5704, B – 4317 dla k=395. W okresie spadku zapotrzebowa-

nia k   (600,700) z 650 na 450 wartości szczytowe zapasów magazynowych przedsta-

wiają się następująco: A – 8942, B – 5439 dla k=648.
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Rysunek 7. Odpowiedź układu – poziom zapasów y(k) dla punktów 33,35 dla 
σ2=0,005 

Źródło: Opracowanie własne.

Na rys. 8 przedstawiono różnicę pomiędzy zapotrzebowaniem klientów, a dostar-

czonymi im produktami dla punktów 14,16 i wariancji σ2=0,1. Łącznie przestoje przy 

liniowym wzroście zapotrzebowania dla A trwały: 23 dni zaś dla B – 17 dni. Dla syste-

mu A odnotowano 4 przestoje trwające średnio: 6 dni, a dla B – 5 przestojów o śred-

niej długości 3 dni. Z kolei przy liniowym spadku zapotrzebowania sytuacja przesta-

wia się następująco: A – 9 dni, B – 0 dni. Dla A wystąpiły 2 przestoje o średniej długości 

trwania 5 dni. Dla interwału pomiędzy wzrostem i spadkiem zapotrzebowania, czyli   

k   (400,600) możemy zauważyć 0 straty klientów dla systemu B, a 31 dni przestojów 

dla systemu A, w tym 7 takich przestojów o średniej długości trwania 4 dni. 

Rysunek 8. Odpowiedź układu – różnica pomiędzy zapotrzebowaniem klientów 
d(k), a zakupionymi produktami h(k) dla punktów 14,16 dla σ2=0,1

Źródło: opracowanie własne.
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Dla k   (300,400) wartość d(k) rośnie z 50 do 650, a wartości szczytowe wynoszą 

odpowiednio: A  – 12000, B – 9139 dla k=395. W  okresie spadku zapotrzebowania  

k   (600,700) z 650 na 450 wartości szczytowe zapasów magazynowych przedstawiają 

się następująco: A – 25540, B – 15630 dla k=648.

Rysunek 9. Odpowiedź układu – poziom zapasów y(k) dla punktów 14,16 dla 
σ2=0,1 

Źródło: Opracowanie własne.

Dla k   (300,400) wartości szczytowe dla wariancji 0,1 wynoszą odpowiednio: A – 

8031, B – 4186 dla k=395. W okresie spadku zapotrzebowania k   (600,700) wartości 

szczytowe zapasów magazynowych przedstawiają się następująco: A  – 21270, B – 

6595 dla k=648.

Rysunek 10. Odpowiedź układu – poziom zapasów y(k) dla punktów 34,36 dla 
σ2=0,1 

Źródło: Opracowanie własne.
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Przedstawione na rys. 11 niedobory produktów na całym horyzoncie analizy dla 

punktów 34,36 i σ2=0,1  pozwalają dokonać porównania ilościowego. Łącznie prze-

stoje przy liniowym wzroście zapotrzebowania dla A  trwały: 31 dni, co odpowiada 

liczbie 6 przestoi średnio po 5 dni trwania, a  dla B – 42 dni, 9 przestojów, również 

5-dniowych. Dla k   (400,600): A – 59 dni, w tym 8 przestojów o średniej długości 7 dni, 

B – 30 dni, 18 przestojów trwających średnio 2 dni. Z kolei przy liniowym spadku za-

potrzebowania sytuacja przedstawia się następująco: A – 14 dni, 3 przestoje średnio 

po 5 dni, a B – 7 dni, 4 przestoje średnio po 2 dni. 

Cykliczny system sterowania zapasami (A) ma zwiększone w  porównaniu z  sys-

temem z  regulatorem PD i predyktorem Smitha (B) koszty spowodowane utrzymy-

waniem większych poziomów zapasów. W rozpatrywanym przypadku zapasy w A są 

większe o 32% poziomu zapasów systemu B w okresie liniowego wzrostu zapotrze-

bowania oraz o 64% w okresie spadku zapotrzebowania dla σ2=0,005   dla kryterium 

j1≈const oraz o 92% i 222% dla tego samego kryterium, ale wariancji 20-krotnie więk-

szej (σ2=0,1). 

Rysunek 11. Odpowiedź układu – różnica pomiędzy zapotrzebowaniem klientów 
d(k), a zakupionymi produktami h(k) dla punktów 34,36 dla σ2=0,1

Źródło: Opracowanie własne.

Zakończenie

Potrzeba efektywnego sterowania zapasami w  logistycznych łańcuchach dostaw 

w  warunkach rosnącej dynamiki tych procesów stwarza obecnie szczególnie duże 

zapotrzebowanie na układy automatycznego sterowania uwzględniające modelowa-
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nie zakłóceń występujących w rzeczywistych przebiegach procesów magazynowych. 

Przeprowadzone badania symulacyjne wykazują, że zaproponowany układ z  regu-

latorem PD i  predyktorem Smitha ma przewagę nad klasycznym cyklicznym syste-

mem sterowania zapasami w sytuacji, gdy zapotrzebowanie klientów jest zaburzone 

stochastycznie, mimo że dla obu układów zamówienia są kumulowane i dostarczane 

w przyjętym scenariuszu w tych samych momentach, raz na 10 dni. Za stosowaniem 

systemów cyklicznego sterowania zapasami w praktyce przemawia często brak moż-

liwości ciągłego monitorowania stanów zapasów oraz ograniczone możliwości trans-

portowe – wpływa to na konieczność utrzymywania w systemie relatywnie większe-

go poziomu zapasu. Z uwagi na okresowe sterowanie zapasami okres przestojów jest 

znacznie dłuższy dla systemu cyklicznego sterowania zamówieniami, łączna długość 

trwania przestojów wynosi 136 dni dla systemu A, dla B zaś 66 dni – system cyklicz-

nego sterowania zapasami zachowuje duże, wynikające z  braku bieżącej kontroli 

zapasów, prawdopodobieństwo nieprzewidzianych niedoborów. W  sytuacji braku 

zakłóceń zapotrzebowania oba systemy zachowują się podobnie. Dopiero wpływ za-

kłóceń o niezerowej wariancji ukazuje przewagę systemu z regulatorem PD i predyk-

torem Smitha – wraz ze wzrostem wariancji wzrasta różnica pól pomiędzy wykresami 

dwóch badanych systemów magazynowych.
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1. Introduction 

Growing inventory management complexity is 
making it increasingly difficult to effectively 
managed inventories. The objective of 
inventory management is to provide 
uninterrupted production, sales, customer-
service levels at the minimum cost. Inventory 
control is about generating maximum profits 
with minimum inventory investment, without 
affecting customer satisfaction levels. Due to 
effective inventory control, well-received 
products can always be delivered, going out of 
stock can be avoided. There has been an 
growing interest in solving inventory 
management problem. More and more works 
have been focusing upon inventory control 
systems: [23],[21],[22],[3]. Moreover, lead 
time uncertainty can disrupt the proper 
performance of such systems. Therefore, papers 
are also continuously dealing with uncertainty 
in inventory control [8], [24]. As a result of the 
emergence of complex inventory control 
systems, scientist began to use the methods of 
multi-criteria optimization: [25],[14],[16],[19]. 

Multi-objective optimization problems appear 
in many fields, such as engineering, economics, 
and logistics. In the last decade, evolutionary 
approaches have been the primary tools to 
solve real-world multi-objective problems. 
Multi-objective optimization algorithms allow  

 

 
 
optimization performance by taking into 
account multiple objectives simultaneously and 
searching for the set of optimal solutions that 
form the socalled Pareto front. Evolutionary 
multi-objective optimization, which applies 
evolutionary computation to multi-objective 
optimization, has attracted a great deal of 
attention recently [6],[20],[9],[12] There are 
many varieties of multi-objective genetic 
algorithms (MOGA), but the best studied is the 
application of genetic algorithms (GA) to 
multi-objective optimization problem. In multi-
objective optimization, the problem is to find 
best possible compromise solutions which 
cannot be improved according to one objective 
without deteriorating the other. Nowadays, 
there is a great range of algorithms and their 
applications in a variety of multi-objective 
problems. Among the multi-objective, genetic 
algorithms, SPEA2 [29] proposed by Zitzler 
and NSGA-II [7] proposed by Deb provide 
excellent results as compared with other multi-
objective genetic algorithms proposed. These 
algorithms include important search 
mechanisms, such as preservation of good 
solutions discovered in the search and 
appropriate reduction of the possible Pareto-
optimal solutions [13]. 
The design of quality measures for 
approximations of the Pareto-optimal set is of 
high importance not only for the performance 
assessment, but also for the construction of 
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multi-objective optimizers [30]. To evaluate 
and compare the set of solutions found by these 
optimizers, quality indicators have been 
developed. A popular way to measure the 
quality of a Pareto set is the hypervolume 
indicator which measures the volume of the 
dominated space bounded from below by a 
reference point [1]. The hypervolume indicator 
was first proposed in [31],[32] and was called 
as ‘size of the space covered’, and in other 
works as ‘hyperarea metric’[26], ‘S-metric’[33] 
and ‘Lebesgue measure’ [17],[11]. Using the 
hypervolume of the dominated portion of the 
objective space as a measure for the quality of 
Pareto set approximations has received more 
and more attention in recent years. The 
hypervolume indicator is one of the most 
popular measures for the performance 
assessment of multi-objective optimizers and in 
this context it has been subject to several 
investigations [28],[18],[10]. There are some 
studies that discuss the usage of this measure 
for multi-objective search [34],[15],[2] and in 
particular the issue of fast hypervolume 
calculation. Moreover, this indicator has been 
successfully integrated into stochastic 
optimizers, such as evolutionary algorithms, 
where it serves as a guidance criterion for 
searching the parameter space.  

Main aim of the paper is to compare 
performances of two evolutionary multi-
objective algorithms (SPEA2 and NSGA-II) 
applied to automatic inventory control system. 
To perform the comparison, the hypervolume 
indicator is calculated for sets of Pareto fronts.  

2. Model for solving optimization 
problem 

Model of an inventory control system from [4] 
is used as a tool to calculate the performance of 
optimization algorithms. The block diagram of 
the analysed system is shown in Fig.1.  

 
Figure 1. Block diagram of inventory system with 

control. 

As far as inventory systems are concerned, 
inventory can be represented as plant with two 
inputs: ( )u k  (supply) which increases stocks 
and ( )d k  (time-varying demand for products 
from the inventory) which is limited  

( ) ( ) max0 h k d k d≤ ≤ ≤ , and two outputs: ( )h k  
(finished products delivered to customers) and 
( )y k  (the level of stock). This model does not 

include returns and has a limit of maximum 
demand and the second output. From the 
logistics point of view, the inventory is a 
buffer of goods flow, so it accumulates 
delivered products. The system consists of 
three main parts: production, transport and 
storage. Time-dependent delay ( )o kτ  is 
associated with waiting for a mean of transport 
and accumulation of orders. Assuming that the 
delays ,  p sτ τ  are known and function ( )q k  for 
k ∈N  this model is a linear, non-stationary, 
discrete dynamical system model. The product 
quantity stored in the inventory at moment k, 
called the stock, is therefore  given as follows: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 sy k y k q k x k h kτ= − + − − −  (1) 

The product quantity awaiting shipment at 
moment k is defined by the ollowing 
relationship: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 px k q k x k u k τ= − − + −               (2) 

Time-varying delay is implemented in form of 
q(k), which is shipping rate at moment k 
defined as follows: 
 

( )
0 - shipment

1 - waiting for transport
q k =





                  (3) 

 

Inventory control system consists of Smith 
predictor (It is based on implementation of 
the model without delay and with delay) and 
discrete-time proportional- derivative   
controller (PD controller) and is described in 
[4]. Model of the system without delay, 
implemented in the Smith predictor is given 
in the form: 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ 1 1y k y k u k h k= − + − −                    (4) 

Discrete-time proportional-derivative controller 
is given in the following form: 
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( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 1u k k k k k k= ε + ε − ε −                 (5)           

where: 
( ) ( ) ( )ˆrefk y k y kε = −                                         (6)                          

( ) ( )1refy k k d k=                                                   (7) 

In the system presented in fig. 1, optimization 
task determines the problem of finding   the 
optimal values of the parameters ik  ( )1,2,3i = . 
Cost functions are presented by following 
relations: 

( ) ( )( )
0

1
1 N

k n
j d k h k

N =
= −∑                          (8) 

( )
0

2
1 N

k n
j y

N
k

=

= ∑                                                   (9) 

Time required to deliver ordered products to 
the inventory for k=0 is 

( )0 p o p sn τ τ τ τ= + + and N is the length of the 
time horizon. The equation (8) represents cost 
of shortages. In turn, the expression (9) 
represents holding cost. These indicators are 
associated with financial costs. Its form is 
based on the physical interpretation of the 
problem and can be evaluated in arbitrary 
currency. The objective is presented as the 
following vector: 

1 2[ , ]j j=j                                                           (10) 

For the model and control system described in 
[28,29] and the quality indicator in the form of 
(8) – (10) the optimization problem can be 
defined in the following form:     
 
min

k
j                                                                (11) 

3.  Algorithms NSGA-II and 
SPEA2 

In some areas such as engineering or 
economics, often have problems that require 
simultaneous optimization of two or more 
functions, in these cases, there is talk of 
multi-objective optimization problems. 
Evolutionary Algorithms have become 
popular as robust and effective methods for 
solving optimization problems. The Non-
dominated Sorting Genetic Algorithm and 
SPEA2 is a multi-objective algorithm and is 
an instance of an Evolutionary Algorithm 
from the field of Evolutionary Computation. 

A. NSGA-II 

There are two versions of the algorithm, the 
classical NSGA and the updated and currently 
canonical form NSGA-II. The Non-dominated 
Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II) is 
proving to be a robust optimization algorithm 
for a whole range of multi-objective problems. 
The non-dominated sorting segregates the 
population  
By  first finding  the  non-dominated  solutions 
in  
the population, and marks these points as the 
first  
front.  In the next  step  calculates  the  average  
distance between members of each front on the 
front itself. Parents are selected from the 
population by using binary tournament 
selection based on the rank and crowding 
distance. An individual is selected if the rank is 
smaller than the other or if crowding distance is 
greater than the other. Crowding distance is 
compared only if  ranks for both individuals are 
the same. The selected population generates 
offsprings from crossover and mutation 
operators. The population with the current 
population and current offsprings is sorted 
again based on non-domination and only the 
best individuals are selected taking into account 
population size. The selection is based on the 
rank and on the crowding distance on the last 
front. In a nutshell, NSGA-II algorithm has 
three features: it uses an elitist principle, 
emphasizes non-dominated solutions, uses an 
explicit diversity preserving mechanism [6]. 

B. SPEA2 

The improved Strength Pareto Evolutionary 
Approach (SPEA2) is chosen to perform the 
control system optimization resulting in the final 
analysis and comparison. SPEA is an extension of 
the Genetic Algorithm for multiple objective 
optimization problems. SPEA2 has an external 
archive consisting of the previously found non-
dominated solutions. It is updated after each 
generation  and for each solution a strength value 
is computed. An archive of the non-dominated set 
is maintained separate from the population of 
candidate solutions used in the evolutionary 
process, providing a form of elitism. Due to 
potential weaknesses of SPEA, the improved 
version – SPEA2 has better fitness assignment 
scheme, more precise guidance of the search and 
a new archive truncation methods. To avoid 
situations where population members dominated 
by the same members of the archive have the 
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same fitness value, SPEA2 takes into account 
both the number of dominating and dominated 
solutions in computing the raw fitness of a 
solution. The objective of the algorithm is to 
locate and maintain a front of non-dominated 
solutions – set of Pareto optimal solutions. This 
is achieved by using evolutionary process to 
explore the search space, and a selection 
process that uses a combination of the degree to 
which a candidate solution is dominated and an 
estimation of density of the Pareto front as an 
assigned fitness.  
An archive of the non-dominated set is            
kept  separate from the  population of  candidate 
solutions used in the evolutionary process, which 
represents a kind of elitism. [29]. 

4.  Simulation and results  

In this section the results of computer 
simulations and an experimental comparison 
between two algorithms: SPEA2 and NSGA-II 
for multi-objective optimization is presented. 
To evaluate the performance of the algorithms, 
we use hypervolume indicator with reference 
point whose value was estimated on the basis 
of the spread of points on all Pareto fronts and 
equal: [ ]350 25000r = . The reference point is 
placed in such a way as to be dominated by 
most members of the sets to be investigated. 
Initial conditions of SPEA2 and NSGA-II are 
presented in the table 1. 

 
Table 1. Parameters of the algorithms   

Parameter SPEA2 and NSGA-II 

Number of generations [1,400] 

Population size 5,10,20,40,80 

Mutation probability 0.4 

Crossover probability 0.7 

Mutation rate 0.02 

 

The structure of the control system in fig. 1 is 
applied as an optimization model with 
production delay and shipping delay: 

8p sτ τ= = , time horizon: N=1000 days and the 
sampling period: 1 day.  Time-varying market 
demand function ( )d k  shown in fig. 2 is taken 
as an input signal to the inventory system. 

 

Figure 2. Presumed function of market demand  d(k) 
for products. 

 

Results for SPEA2 are marked by red line and 
for NSGA-II by blue line. On the basis of the 
results we try to evaluate: which algorithm has 
better performance for the proposed model of 
inventory control system.  

First, HYP is calculated for each of the 100 
iterations of algorithms. Results are presented 
in fig 2 and 3. The hypervolume metric 
assesses the area that is between a chosen 
reference point (corner to a hypercube), and the 
Pareto surface which limits the hypercube. The 
hypervolume indicator assesses not only the 
proximity to the true Pareto front, but also the 
diversity of solutions obtained across the set, 
especially at the edges. The higher value of 
hypervolume indicator, the better Pareto set.  

 

Figure 3. Hypervolume indicator vs. iterations for 
population size: 10. 

It can be seen from fig. 2 and 3 that 
hypervolume value (HYP) is increasing with 
the increase of the iteration for both algorithms. 
However, according to fig. 2 SPEA2 has the 
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advantage over NSGA-II to about 75 iteration 
because achieves higher values of HYP.  
Interesting observation is that HYP is always 
lower for NSGA-II at first, but later becomes 
higher. SPEA2 hold almost the same HYP from 
iteration number 25, but NSGA-II increases it 
slowly and hold the highest value from iteration 
number 75 to 100 so at the last iteration has the 
best result. SPEA2 has the better ability to fast 
finding good Pareto set, however it quickly 
loses diversity of founded solutions for small 
number of iterations and in the last iteration has 
worse solutions than NSGA-II.  

 
 

Figure 4. Hypervolume indicator vs. iterations for 
population size: 80. 

One the other hand, for situation in which the 
number of individuals in population is 8-fold 
higher, as in fig. 4, SPEA2 achieves higher 
value of the HYP for all iterations and also has 
the ability to quickly find the Pareto front with 
the high value of HYP. For example, starting 
from about 20 iteration SPEA2 reaches almost 
the same value (0.96) as in the last iteration, 
and what is more, it is higher about 4 times 
than for NSGA-II (0.22). The results show 
clearly that SPEA2 outperforms NSGA-II in 
every iteration when the population size is 
higher. The hypervolume shows the speed of 
the convergence of the algorithms so SPEA2 
converges faster to a better Pareto front 
approximation and obtains very good results 
quickly while NSGA-II require more time to 
reach the same quality of Pareto set.  

Influence of the population size can be seen 
also in fig 4 and 5. Several simulations were 
performed in order to investigate the influence 

of the population size as well as the maximum 
number of generations converging towards the 
Pareto-optimal front. In fig. 4 and 5, the 
outcomes of each iterations for NSGA-II and 
SPEA2 are visualized in 3D space. For small 
number of population better performance has 
SPEA2 and is able to find Pareto-optimal set 
regarding the small population size. NSGA-II 
for small population has HYP close to zero, 
when SPEA2 is able to reach significantly 
higher    HYP values.  

 
Figure 5. Hypervolume indicator for SPEA2: 1 to 

100 iterations for population sizes: 5, 10, 20, 40, 80. 

As can be seen on fig 5, SPEA2 keeps the local 
minimum, and needs about 70 iterations to 
reach the highest values of HYP. What is more, 
SPEA2 has even the highest HYP for small 
number of iterations (smaller than 10) when 
population size is higher than 40.  

 
Figure 6. Hypervolume indicator for NSGA-II: 1 to 
100 iterations for population sizes: 5, 10, 20, 40, 80. 

On the other hand, fig. 6 shows that NSGA-II is 
not able to achieve as good performance as 
SPEA2 for small number of iterations even for 
large population size (about 80). NSGA-II has 
the best results for both large population (more 

Studies in Informatics and Control, Vol. 26, No. 1, March 2017 http://www.sic.ici.ro 71 



than 40 individuals) and high number of 
iterations (over 40). Furthermore, what is 
interesting that HYP of NSGA-II equals almost 
0 HYP for population of 5 individuals, despite 
of increasing number of iterations when SPEA2 
at the same scenario has significantly higher 
HYP. 

 
Figure 7. Hypervolume indicator: 1 to 400 iterations 

for population size: 40. 

Fig 7 indicates that both algorithms show 
comparable results in target of the presented 
optimization task. The difference in search 
ability is significantly visible between SPEA2 
and NSGA-II maybe because of the fact that 
congestion is considered in binary tournament 
selection in NSGA-II mating selection. In 
tournament selection in NSGA-II, when the 
fitness values of two individuals being 
compared are equal, the individual with lower 
congestion is selected. Therefore, it can 
produce a more uniformly distributed 
population than         SPEA2 [27]. 

 
Figure 8. Pareto Fronts for SPEA2 which show case 
with a sharp decline in the value of the hypervolume 

indicator from fig. 7. 

Although the differences in performance appear 
large when population size is small, as fig. 5 

and 6 show, the difference is no so distinct 
when it comes to larger population and higher 
number of iterations, as fig. 7 shows. In the 
next step, impact studies were conducted with a 
higher number of iterations. In this way, 
significant difference between algorithms can 
be seen in fig. 7. It can be seen that SPEA2 has 
a tendency to decrease HYP and it fluctuates up 
and down visibly for certain iterations. To look 
more closely at the reasons for the behavior of 
SPEA2, Pareto fronts in fig. 8 are presented. 

As can be seen, SPEA2 removes solution close 
to the point of origin to expand range of 
solution set in iteration 131. This behavior is 
caused by a nearest neighbor density estimation 
technique which increases diversity. 

5.  Conclusions  
In this paper, we have performed an 
experimental comparison between two 
algorithms for multi-objective optimization: 
SPEA2 and NSGA-II. Comparison was based 
on hypervolume indicator borrowed from the 
literature. It has been found that for the 
automatic inventory control system, SPEA2 
outperforms NSGA-II for considered scenarios. 
SPEA2 is better than the NSGA-II when 
population size and number of iterations is 
small. Obviously, small populations do not 
provide enough diversity among the 
individuals. Increasing the population size, 
however, does not automatically cause an 
increase in performance, as can be observed in 
performance of NSGA-II for small iteration 
number. SPEA2 is able to faster finding the 
best Pareto front, but quality of this Pareto front 
mostly depends on number of iterations. 
Although, when number of iterations and 
individuals is high, performances of both 
algorithms are similar. These observation 
suggest that SPEA2 and NSGA-II are effective 
algorithms for presented kind of problem.  
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1Abstract—In this paper, we use a mathematical model of a
inventory system with time-varying delivery delay and three
control systems  in order to compare their properties for the
goods flow optimization problem in the inventory systems.

Structures of the chosen control systems are based on
mathematical discrete equations: a periodic inventory system
with adaptive maximal inventory level and perpetual inventory
system with adaptive order quantity level as well as the
methods proposed by the authors in previous works based on
the Smith predictor. The selection of the control systems
parameters is done by solving optimization tasks for a specific
scenario of time-varying market demand using a genetic
algorithm in Matlab/Simulink.

In this article, we mainly want to compare which of the
control structures is able to achieve a high service level with
maintaining of a given inventory maximal level in response to
assumed consumer demand scenario.

Index Terms—Inventory control; Delay systems; Discrete-
time systems; PD control.

I. INTRODUCTION

Supply-chain risks can become full-fledged supply-chain
problem, causing unanticipated changes in flow due to
disruptions or delays. The proper control system is essential.
Decisions concerning inventory control are associated with
order batching and when to order. Acting as a buffer to
smooth production in response to demand fluctuations is
determined as the main role of an inventory. In fact, there
are plenty of reasons for keeping inventories. The most
significant is to satisfy the demand during the replenishment
period in order to prevent loss of orders. More important
reasons for obtaining and holding inventory can be find in
[1]: predictability, fluctuations in demand, unreliability of
supply, price protection, quantity discounts, lower ordering
costs. It is utmost important to maintain the right balance
between demand and orders with a view to minimizing
costs. What is more, inventory is a protection against
fluctuations in demand – it facilitates satisfying customer
demands. Inventory costs generally fall into ordering costs
and holding costs [1]. In the worst-case scenario, customer
service goes down, sales are lost, lead times lengthen, costs
go up, maximal level of inventory is increasing.

Over the years models of inventory systems have been
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being created in a variety of areas. In this paper, the model
of inventory proposed by the authors is considered. We want
to extend our research [2]–[4] over the control systems taken
from literature and compare it with originally created system
which has a better or similar performance.

There are more and more methods of improving the flow
of goods in the inventory systems, which in turn use more
and more advanced control techniques [3]–[10]. In [7] linear
stationary discrete system with a fixed delay to the effective
control of storage systems with perishable goods, using
methods based on sliding-mode control is considered. In [8]
it is used a linear-quadratic control in order to reduce the
risk of bullwhip effect.

The paper presents a comparative analysis of the impact
of the control system structure and the performance of the
inventory goods flow system. Control systems structures
based on mathematical discrete equations are given for
optimization: a periodic inventory system with adaptive
maximal inventory level and perpetual inventory system
with adaptive order quantity level as well as the methods
proposed by the authors in previous works based on the
Smith predictor. Parameters were selected for each of the
control system structures through solving optimization tasks
for a specific scenario of variable market demand using a
genetic algorithm.

II. THE MATHEMATICAL MODEL

A hybrid discrete automata model is used to describe the
system. Number of products that could potentially be sold
from the store is modelled as a certain, unknown in advance
limited function of time:   max0 d k d  , where maxd is the
maximum number of products sold per unit of time. Time-
varying values of variable  d k depend on the market
demand. If the stock level at moment k is sufficiently high,
then demand will be fulfilled, it means that    d k h k .

Shipped products from the inventory  h k depends on the

demand, as well as the available stocks  y k and following
inequalities are held:

    max0 h k d k d   ,   max0 .y k y  (1)

Regardless of constant changes in customer demand, it is
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important to maintain accurate stocks in the inventory. A
crucial matter is to avoid a situation in which stocks levels
are critically low or the quantity of the stored products is
excessive, or even exceeds the storage capacity ymax. In
order to take into account variable time delays in the model
associated with product accumulation in anticipation of
transport, we introduce shipping rate at moment k defined as
follows

 
0 - shipment,

1 - waiting for transport.
q k 





(2)

The product quantity awaiting shipment at time k is
defined by the following relationship

       1 1 .px k q k x k u k      (3)

The product quantity stored in the inventory at moment k,
called the stock, is therefore given as follows

          1 1 ,sy k y k q k x k h k      (4)

where    0,  0,x k u k  p – production delay – related

to the time required to produce or complete the orders, s –
forwarding delay – the time interval indispensable to
transport the ordered products to the inventory without
waiting time for transport.

For the needs of this work, it is assumed that the
inventory model has one supplier. The results can be easily
extended to the case with more suppliers with the similar
delivery time, i.e. total production, shipping and forwarding
delays from each supplier. Moreover, on the basis of the
balance of products in the inventory, it is clear that products
only have to cumulate or be sold to the customers.

Fig. 1. Block diagram of inventory system with control.

Assuming that known are the delays ,p s  , function

 q k for k  the system is discrete-time, non-stationary,
linear with signals saturations, for which methods can be
used, given in inter alia [11]–[13]. The block diagram of the
analysed system is shown in Fig. 1. The system consists of
three main blocks: production, transport and storage. Time-
dependent delay  o k is associated with waiting for a
mean of transport and accumulation of orders.

III. THE CONTROL SYSTEMS DEFINITIONS

The two basic questions any inventory control system
must answer are when and how much to order. There are
several replenishment techniques attempt to answer this
fundamental questions.

Control system determines a certain amount of products
to be ordered on the basis of market demand. As a result, a

class of inventory models has been designed to cope with
situations where demand level fluctuates.

The two classic systems for managing independent
demand inventory are periodic review and perpetual review
systems [14].

It is essential to create a mathematical description of
investigated control systems:

A. Periodic Inventory System with Adaptive Maximal
Inventory Level
It is a modified version of the classical periodic inventory

system which gives an opportunity to the adaptation of the
maximum level of inventory in stock. The block diagram is
depicted in Fig. 2. It has been put additional factor k1 in
order to enable adaptation depending on the market demand.
Factor k1 together with k2 make an affine function of
reference stock level depending on market demand, given in
the following form

 
     1 2 , for 0,

0, otherwise.
pk d k k y k q k

u k
     


(5)

Fig. 2. A block diagram of the control system for the periodic inventory
system with adaptive reference stock level.

B. Perpetual Inventory System with Adaptive Order
Quantity Level.
A perpetual system is responsible for continuous record-

keeping of the inventory level, and it replenishes when the
stock drops to certain level k3. The reorder point is fixed, but
review period, order quantity and maximal stock level are
variable (max inventory level depends on demand). The
structure of the system is shown in Fig. 3. Factor k1 together
with k2 make an affine function of maximal stock level
depending on market demand, given in the following form

 
 

   
3

1 2 3

0, for ,
, for ,

y k k
u k

k d k k y k k


   
(6)

where k3 – reorder point.

Fig. 3. A block diagram of the control system for the perpetual inventory
system with adaptive order quantity level.

C. Proportional-Derivative Inventory Control System
with Smith Predictor and Adaptive Reference Stock Level
Proposed control system consists of a classical structure

of inventory model with Smith predictor. It is a type of
predictive controller for control systems with long and
inevitable delays. Its structure is based on implementations
of the model without delay and with delay.

Based on the control concepts for systems with delays
using a Smith predictor it is assumed that an estimated
model of the system without delay is given in the form
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       ˆ ˆ 1 1 .p py k y k u k h k     (7)

Error of approximate model without delay and error of
approximate model with delay is given by:

     ˆ ,ref pk y k y k   (8)

and the PD controller is evaluated in the following form:

        2 3 1 ,u k k k k k k       (9)

It is assumed that the reference value of stocks  refy k is
a linear function of the demand [3] given in the form of

   1 .ry k k d k (10)

Figure of the control system is shown in Fig. 4. The
variables 1 3k k are parameters of the control system.

Fig. 4. A block diagram of the control system for the proportional-
derivative inventory control system with Smith predictor and adaptive
reference stock level.

Similarities between the considered class of systems and
engineering processes allow to apply control-theoretic
methods in the design and analysis of strategies managing
the flow of goods in inventories.

IV. OPTIMIZATION CRITERION

It is extremely important to use the simplest optimization
model for a certain problem in numerical optimization
issues – as simple as possible. Simplification of optimization
model not only contribute to reduce the calculation time but
also enables you to find solutions closer to the global
minimum repeatedly in the case of multimodal issues.

The issue of optimal control requires a mathematical
formulation of the process performance index to be optimal.
Consider the problem of finding the optimal values of the
parameters ik  1,2...4i  of a dynamical system with fixed
its structure from Fig. 2–Fig. 4. In the case of the inventory
system indicators can be described by the following
relations:

    1
0

1 ,
N

k n
j d k h k

N 
  (11)

 2
0

1 ,
N

k n
j y

N
k



  (12)

where  0 p s o pn       is a cumulative delay for

u(k=0), N is the length of the time horizon.
The equation (13) represents a lost opportunity to make

sales. In turn, the expression (14) concerns use of space in

the inventory. These indicators are associated with financial
costs. Its form is based on the physical interpretation of the
problem.

In the present case, scalarization of the objective function
is used to form of the weighted sum

1 1 2 2 ,j w j w j  (13)

where 1w and 2w are weighting factors and j can be
evaluated in arbitrary currency.

For the model described by relationships (1)–(4) and the
control systems described by equations (5)–(12) and a
quality indicator in the form of (13)–(15) the optimization
problem can be defined in the following form

min ,j
k

(14)

where optimization variables and constraints are based on
the controller structure:

 1 2 1 2, ,  0,  0k kk k  k for eq. (5),

 1 2 3 1 2 3, , ,  0,  0,  0k kk k k k   k for eq. (6),

 1 2 3 1 2 3, , ,  0,  0,  0k kk k k k   k for eq. (7)–(10).

The parameters k1 – k3 of controller are non-negative
because it is assumed that returns are not taken into
consideration. According to this and to the requirements of
negative feedback loop, including stability issues, the output
signal of the controller cannot be negative. The proposed
system is aimed at determining the optimal size of
deliveries. It minimizes the cost ratio consisting of the
average weighted total inventory costs including the cost of
stocking and maintenance costs and lost benefits, reducing
the risk of stoppages.

V. SIMULATION RESEARCH AND ANALYSIS

In this section we conduct computer simulations. The
structures of control systems in Fig. 2–Fig. 4 are applied.
The main purpose of this section is to compare properties of
three different control structures: periodic inventory system
with adaptive maximal inventory level and perpetual
inventory system with adaptive order quantity level, present
in economic environment and proportional-derivative
inventory control system with Smith predictor and adaptive
reference stock level proposed by authors.

Fig. 5. Presumed function of market demand for products – trapezoidal
signal.

With a view to simulation research of the control systems
for a discrete, non-stationary hybrid model described by
equations (1)–(4), the control systems described by
equations (5)–(12) and the quality indicator in the form of
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(13)–(15), the following values of the system parameters are
held: 14p s    , 2 1w  , 0 42n  , 1000N  . For the
simulations purposes, it is assumed that 1w is either 60 or
530.

The sampling period is 1 day. Specific time-varying
market demand functions shown in Fig. 5 and Fig. 6 are
taken into consideration. Demand signal is shown in Fig. 5
is the assumed scenario proposed by the authors. The
presumed function of market demand consists of step
change at k=0. Next, it is constant until k=300. After that, it
linearly increases with slope 6 products per day for 100
days, then it is constant for 200 days. From k=600 the
presumed demand decrease with slope –1.5 products per day
until k=700 and then it is constant until the end of the
scenario (k=1000). This demand signal has these different
values in order to show the control system performance at
different conditions. The signal in Fig. 5 is used for
verifying optimal controller parameters.

Fig. 6. Presumed function of market demand for products – rectangular
signal.

As a function that controls the periodic time-variability of
the model q(k) it is assumed following periodic function

   
 

0 for rem ,14 0,
1 for rem ,14 0,

k
q k

k
   

(15)

where the function rem is the remainder of the division.
Tuning of the control system is based on the criterion (1)

and trapezoidal demand signal plotted in Fig. 5. On the basis
of the results we try to evaluate: how does the controller
structure impact on the properties of the inventory control
system. In order to verify the solution for different scenario
– rectangular demand test signal plotted in Fig. 6 are
employed.

Before developing the theoretical argumentation, it is
important to first establish definitions and foundational
concepts underlying this research.

To solve the optimization problem (17) in order to
determine parameters of controllers, a genetic algorithm
with parameters: population size 50, elite count: 2, crossover
fraction: 0.8 is used. The genetic algorithm has been
receiving great attention and it has successfully been applied
to other problems in the supply chain environment [15]–
[18]. All variables used for simulation are summarized in
the Table I.

Pareto front with shortages cost 1j and holding cost 2j
calculated for 11 logarithmic spaced weights in the range

40,1000  and trapezoidal signal is depicted in Fig. 7.
Results for PIS-AOQL control system are marked by blue

triangles and blue smoothing line. Points of Pareto front for
PIS-AMIL are marked by green ‘x’ and green smoothing

line whereas for PDIS-SP-ARSL control system are marked
by yellow squares and yellow smoothing line.

TABLE I. VARIABLES USED FOR SIMULATION.
Variable Value

p production delay 14 days

s forwarding delay 14 days

N simulation horizon 1000 days
w1 weighting factor of shortage costs 60 or 530
w2 weighting factor of holding costs 1

n0 cumulative delay 42 days
population size 50

elite count 2
crossover fraction 0.8

Fig. 7. Pareto front for inventory control system for trapezoidal signal.

It can be noticed from Fig. 7 that solutions for PDIS-SP-
ARSL control system are non-dominated although results
for ‘x’ and PDIS-SP-ARSL are close to each other. The
solutions for PIS-AOQL are dominated by PDIS-SP-ARSL
and PIS-AMIL however they are also relatively near the
non-dominated solution of PDIS-SP-ARSL.

In order to compare the different control systems,
consequently marked by square, ‘x’ and triangle some
additional evaluations are made. One of them are plot in the
objective space for rectangular demand shown in Fig. 8 with
controllers optimized for trapezoidal demand depicted in
Fig. 6. The results do not differ significantly from each
other.

Fig. 8. Pareto front for inventory control system for rectangular signal.

Solutions of PDIS-SP-ARSL control system are non-
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dominated over the solutions for other two control systems
structures. It means that the phenomenon of shortages and
inventory redundancy occurs less than in other two systems.

Fig. 9. The level of stocks of three control systems vs. the discrete time for
the presumed function of market demand for trapezoidal signal, where
w1=60.

System responses  y k of the control system are shown
in Fig. 9–Fig. 12. Responses for w1=60 are close each other.
Although for the weight w1=530 indicates the weaknesses of
the PIS-AOQL structure. The main reason for is that the
system response in Fig. 11 is characterized by
inappropriately large increase of stock in the initial period of
the simulation. The peak is almost 4 times larger than in the
structures PIS-AMIL and PDIS-SP-ARSL. A similar
situation can be seen in Fig. 12.

Fig. 10. The level of stocks of three control systems vs. the discrete time
for the presumed function of market demand for rectangular signal, where
w1=60.

Fig. 11. The level of stocks of three control systems vs. the discrete time
for the presumed function of market demand for trapezoidal signal, where
w1=530.

In order to finalize the comparison we analyse the stock
level response for different control systems, weights 1w and

customer demands. Let’s now move on to the system
response which represents inventory levels. On the basis of
the inventory stock, we can decide how control systems
react for the demand and have an opportunity to differ them.

One the other hand, the same formulation in case of
triangular signal shows that the non-dominated set contains
subsets of solutions for PDIS-SP-ARSL and PIS-AMIL. It
can therefore be concluded that the PDIS-SP-ARSL and
PIS-AMIL control system have better robustness for the
changes in the assumed scenario of customer demands.

Time responses for systems PIS-AMIL and PDIS-SP-
ARSL remain adequate level of orders and stocks, also in a
wide range of changes of w1. Inventory control system has
to provide weighted balance between this two indicators: 1j
and 2j .

Fig. 12. The level of stocks of three control systems vs, the discrete time
for the presumed function of market demand for rectangular signal, where
w1=530.

The analysed results for the structures PIS-AMIL and
PDIS-SP-ARSL are similar. However, by comparing the
obtained value of the cost indicator j, presented in Fig. 7 and
Fig. 8 it can be noted that for small values of w1 is the little
advantage of the system PDIS-SP-ARSL for both
trapezoidal and rectangular signal.

Our analysis shows that adaptive reference stock level has
a smoothing effect on the order variability.

CONCLUSIONS

The overall objective of inventory management is to
achieve satisfactory levels of customer service while
keeping inventory costs within reasonable bounds. The
balancing act between liquidity and profitability is key to
good inventory management.

Regarding the objective, a decision maker has to make
two fundamental decisions: the timing and size of orders
(i.e., when to order and how much to order).

The risk of shortage can be reduced by holding safety
stock, which is a stock in excess of average demand to
compensate for variability in demand and lead time. It is
important, that safety stock cannot be high.

The main factor of the control selection is to minimize
costs and losses relating to holding costs. Shortage is
extremely disadvantageous situation – the demand is greater
than the amount of products, because orders have not keep
pace with the time-variable needs of customers.

On the basis of empirical analysis, it was found that the
structure of the control system has a great impact on the
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performance of the inventory goods flow system with long-
variable delay. The goal was to minimize the total cost of
the system and maximize service level simultaneously. The
structure of the PIS-AOQL provides the worst reaction for
high varying demands, the reference inventory level is
higher almost 3-4 times than in other systems. The system
with adaptive reference stock level PIS-AMIL has much
better performance. Pareto front for inventory control
system for trapezoidal signal in Figure 6 shows that PDIS-
SP-ARSL has the best values of indicators which represents
lost opportunities to make sales and use of space in the
inventory.

For future study, we will focus on more complex systems
e.g. hybrid systems associated with supply chain and taking
into account the specific effects occurring in such objects.
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Control of perishable inventory system with uncertain
perishability process using neural networks and
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Abstract. The inventory systems are highly variable and uncertain due to market demand instability, increased environmental impact, and
perishability processes. The reduction of waste and minimization of holding and shortage costs are the main topics studied within the inventory
management area. The main difficulty is the variability of perishability and other processes that occurred in inventory systems and the solution
for a trade-off between sufficient inventory level and waste of products. In this paper, the approach for resolving this trade-off is proposed. The
presented approach assumes the application of a state-feedback neural network controller to generate the optimal quantity of orders considering
an uncertain deterioration process and the FIFO issuing policy. The development of the control system is based on state-space close loop control
along with neural networks. For modelling the perishability process Weibull distribution and FIFO policy are applied. For the optimization of the
designed control system, the evolutionary NSGA-II algorithm is used. The robustness of the proposed approach is provided using the minimax
decision rule. The worst-case scenario of an uncertain perishability process is considered. For assessing the proposed approach, simulation
research is conducted for different variants of controller structure and model parameters. We perform extensive numerical simulations in which
the assessment process of obtained solutions is conducted using hypervolume indicator and average absolute deviation between results obtained
for the learning and testing set. The results indicate that the proposed approach can significantly improve the performance of the perishable
inventory system and provides robustness for the uncertain changes in the perishability process.

Key words: multiple objective programming; optimal control; genetic algorithm; perishable inventories; inventory control.

1. INTRODUCTION
Nowadays, rapid changes in inventory systems force the devel-
opment of new control approaches which will be able to over-
come the variety of uncertainties appearing in such systems.
One of the important factors contributing to the uncertainty
in storage systems is perishability. Perishable products have
highly varying deterioration rates which means that an uncon-
trolled perishability process can cause high waste [1]. Due to
the high loss ratio of products (about 30% in many countries), it
is highly important to effectively and efficiently control the in-
ventory flow, in particular the level of product perishability [2].
The process of product deterioration usually does not occur uni-
formly, hence, unsteadiness in quality decrease should also be
considered during the control of perishable inventories [3]. New
technologies provide the measurement and control of deteriora-
tion in perishable inventories, e.g. RFID tagging [4, 5], Internet
of Things (IoT) [6]. Therefore, the latest technology advance-
ments create the proper environment for the application of new
control methods to perishable inventories. Novel approaches
have to provide the adaptation to changes and robustness to un-
certainties that nowadays often occur in supply chains [7].
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In inventory, there are a few types of uncertainties, the four
most popular in the literature are: (a) uncertain demand, (b) un-
certain lead-time, (c) uncertain supply (d) uncertain perisha-
bility. The most researched uncertainties are (a), (b), and (c).
For example, demand and supply uncertainty is assumed in [8]
and the methods of bi-objective integer programming are pro-
posed to manage blood inventory – the supply uncertainty of
blood is modelled from regional banks to hospitals. The main
goal of blood banks is to maintain sufficient stock while mini-
mizing wastage due to the expiration of blood. The next work
which also considers demand and supply uncertainty is [9]
where a mixed linear programming model (MILP) is used with
Lagrangian relaxation to reduce memory usage and time. De-
mand uncertainty is also taken into consideration in [10] where
the order quantity is calculated by popular order-up-to policy
and logistic stability is examined. In [11] new variants of peri-
odic review policy and continuous review policy are proposed
to reduce the holding costs and shortages in inventory systems
with demand uncertainty. Approach including lead-time uncer-
tainty is presented in [12] where an optimal ordering decision
model is developed using differential equations. The lead time
tends to change due to capacity constraints, defects in prod-
ucts, delays in material supply, and changes in production pro-
cesses [13]. For both demand and lead times uncertainty, the
research is available in [14]. Dealing with these two uncertain-
ties and NP-hard study is possible thanks to the hybrid solu-
tion approach based on Simulated Annealing and direct search
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method. On the contrary, there is a lack of research on the con-
trol of perishable inventory with an uncertain lifetime of prod-
ucts (d). The uncertain character of perishability is considered
in [15] where a robust optimization model is designed for con-
trolling uncertain parameters. The second work is the recent
research [16] where a multi-objective mathematical program-
ming model is developed to optimize the cost, energy consump-
tion, and traffic congestion associated with such supply chain
operations. What is more, in [16] uncertain lifetime of prod-
ucts is explicitly modelled as a Weibull random variable, and
the perishability process depends on vehicle refrigerator uti-
lization. According to recommendations in [15], it is more ef-
ficient to use multi-objective meta-heuristic algorithms such as
the nondominated sorting genetic algorithm II (NSGA-II) for
problem-solving due to an exponential increase in computation
time.

From this viewpoint, to cope with uncertain perishability
processes this study is devoted to the problem of developing
a new approach for optimizing perishable inventory systems,
especially with uncertain perishability. In a nutshell, this paper
aims to develop a novel approach for control and optimization
using neural networks, state-space models, and evolutionary al-
gorithms. Overall, to identify our contributions, the literature
review reveals that the perishable inventory control with per-
ishability uncertainty has not been widely studied. Most pre-
vious studies on the control of inventory systems without per-
ishability and uncertainty in the perishability process. The main
contributions of this paper are:
1. Development of a novel solution for perishable inven-

tory system with uncertain perishability and first-in-first-
out (FIFO) issuing policy that combines neural networks,
bi-criterial optimization, and robust optimization using the
minimax method.

2. The numerical study shows that the proposed robust sys-
tem can find about 18% better solutions than the non-robust
approach in terms of a hypervolume indicator.

We conduct a series of simulations to investigate the perfor-
mance of our approach. The achieved results show that the pro-
posed approach allows the perishable inventory system to ob-
tain good robustness on perishability uncertainty with a view to
customer satisfaction, holding cost, and wastage reduction. The
remainder of this paper is organized as follows. Section 2 re-
views related literature. Section 3 presents the inventory model
with perishable products. A neural controller for perishable in-
ventory is introduced in Section 4. Section 5 is devoted to the
learning process of a neural network using multicriteria opti-
mization. Section 6 reports and analyses the computational re-
sults obtained through simulations in Matlab. Section 7 con-
cludes the paper and provides perspectives for future study.

2. RELATED WORK
Our paper is mainly related to two streams of research in the
literature: robustness of perishable inventory control methods
and their optimization, artificial intelligence methods used for
perishable inventory control problems (especially neural net-
works).

There is a rich body of literature on the control of perishable
inventory systems. The types of products in perishable invento-
ries are mainly food (mostly dairy, fruits, vegetables) and blood.
Major challenges in the blood supply chains are connected to
the shortage and wastage of blood products [8]. The main chal-
lenge of supply chains is keeping enough stock level to pro-
vide full product availability while minimizing the losses due to
outdating [17, 18]. There are also different approaches applied
in perishability simulation. For example, the inventory mod-
els presented in [19–21] contain the constant perishability rate,
which means that for example in each review period 5% of un-
sold stock decays and 95% remains. On the other hand, in [22]
it is assumed that the freshness of the product is a linearly de-
creasing function of the age of the perishable goods. Another
way of perishability modelling is presented in [1] where the de-
terioration rate is affected not only by the storage environment
and the preservation effort but also by different perishability
characteristics of different agri-fresh products (for example, the
deterioration rate for bananas is different from the deterioration
rate for apples). The variable character of perishability is caused
by handling and transportation equipment, product temperature
and air-conditioning, etc. In order to resemble this variability
more, the Weibull distribution is also used to describe a per-
ishability rate [16, 23, 24]. But still, there is a lack of research
in which the uncertain character of process perishability is in-
cluded in simulation research. To the best of our knowledge,
none of these studies has discussed the effects of the uncer-
tainty of perishability rate on the performance of the inventory
system.

2.1. Robustness of perishable inventory control methods
and their optimization

Increasing uncertainty of logistic and production processes ini-
tiated the rapid development of approaches to ensure system
robustness. Authors from [25] develop a robust proportional-
integral-derivative (PID) tuning model based on simulation-
optimization and computational intelligence methods which
provide insensitivity to variability (e.g. demand variability).
They combine surrogate techniques and evolutionary algo-
rithms to decrease the level of computational complexity in the
tuning of PID controller. In turn, a new optimal model-based
sliding mode controller dedicated to the perishable inventory
system is presented in [26] which provides a fast reaction to the
unknown disturbance, e.g. customer’s demand, ensures limited
and smooth orders, and reduces the holding and operating costs.

In [27] new robust approach is proposed which is based on
classical order-up-to policy including various demand uncer-
tainty using robust dynamic programming approaches. What
is more, the solution approach provides optimality of the re-
sults and stable changes in costs in case of demand variability.
The problem of uncertainty in the decay of raw material is ad-
dressed in [15], where methods of robust optimization are ap-
plied. Moreover, multi-objective algorithms are recommended
for more efficient optimization performance (shorter time of
computations), which is utilized in this research.

Optimization of the inventory systems is presented in e.g.
[28–31], which are used only for control parameters tuning, re-
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gardless of possible uncertainties inclusion in the optimization
process, and robust optimization. The robust approach facili-
tates minimizing the possible loss for a worst-case scenario ap-
proach that provides the feasibility of the solutions for all pos-
sible values of the uncertain parameters included in the uncer-
tainty set [32, 33]. The research in [34]] consists of bi-criterial
optimization using two criteria: customer service level (SL) and
overall holding cost (HC) and evolutionary algorithm: NSGA-
II to improve the distribution of the product in a specific type of
logistic systems network (mesh-type).

2.2. Artificial intelligence methods used for the perishable
inventory control problem

In the recent decade, there is a significant increase in the pop-
ularity of neural network techniques applied to inventory con-
trol [35]. The most popular application of neural networks in
the inventory control system is demand prediction as in [36,37].
The most popular model of neural network used for inventory
control is the backpropagation neural network. In [38] an online
neural network controller that optimized a three-stage supply
chain is developed which means that the weight tuning process
is a continuous optimization problem in which a backpropaga-
tion (BP) algorithm is applied. However, the standard BP algo-
rithm has inherent disadvantages such as slow convergence, the
problem of converging to a local minimum, a complication of
the system, and random network structure selection. Trying to
overcome these difficulties, researchers develop different im-
proved BP neural network models [35]. In [35] improved BP
algorithms have an advantage both in convergence and predic-
tion accuracy in comparison to the existing approaches. To im-
prove neural network control, the application of evolutionary
algorithms becomes more popular. One of the solutions exist-
ing in the literature is genetic algorithm-based learning. In [39]
is shown that artificial neural networks combined with genetics
for a variety of complex functions can achieve superior opti-
mization solutions when compared with BP. Comparing the BP
and genetic algorithm (GA), it can be observed that BP moves
from one point to another whereas the GA searches the weight
space from one set of weights to another set in many direc-
tions simultaneously which increases the chance of reaching the
global minimum. A more effective process of weights tuning is
achieved in [40] where a method that combines BP and GA
for the learning process is presented. The combination of neu-
ral network and fuzzy logic is also a presence in the literature
on inventory control [41] where a two-layered feed-forward
with a backpropagation learning algorithm is used. In the re-
search [40] the genetic algorithm is used to train the weights
of the neural network which significantly improves the perfor-
mance of the system. However, there is still a gap in the applica-
tion of these methods to uncertain inventory control problems
with perishable products. There are still few studies on con-
trol systems and optimization approaches to deal with uncertain
perishable inventory systems.

2.3. Contribution of this study
The review of the pertinent literature implies that there is a lot
of research on designing control policies with the application to

inventory systems. Most of the work focus on investigating ob-
taining an optimal performance with a view to possible demand
deviations. In addition, a few pieces of research devote study to
developing new approaches for handling the uncertainty of per-
ishability processes. Through the review of these papers, it was
found that there is no comprehensive solution for the determi-
nation of the optimal quantity of orders in perishable inventory
systems affected by uncertain perishability rates. Therefore, de-
signing the approach to resolving this matter is a contribution to
the current state of the art. The main contribution of this study
is the application of the neural network controller and robust
multi-objective optimization to the problem of uncertain per-
ishable inventory system control. The main task of the designed
controller is to calculate order quantity such that the customer’s
demand is satisfied without holding the excess stock.

According to the literature, a lot of new approaches, and
methods are designed for inventory systems without perishabil-
ity and there is a research gap in the research of new methods
which have application in perishable inventory systems. As it
can be noted, there is a lack of work that considers process per-
ishability. Hence, what differentiates this work from the previ-
ous studies is the development of an approach for optimal con-
trol of perishable inventory systems with uncertain perishabil-
ity processes, which is based on Weibull distribution and neural
network controllers. In contrast to earlier results devoted exclu-
sively to the inventory control systems, in this paper control ap-
proach for perishable inventory with uncertainty is developed.
In order to verify our approach usability, simulation research
with a wide range of initial conditions is conducted. To the best
of our knowledge, works [15, 16] as the only two of the few
which have included uncertainty of perishability in the perish-
able inventory model. According to the conclusion in [15] in
this work it is decided to use NSGA-II for optimization in or-
der to shorten the computational time. We also assume a ran-
dom lifetime of perishable products, which is still less studied
than fixed-lifetime perishability and non-perishable products.
Our approach provides robustness for the uncertain character
of the perishability process and the generated order signal is
finite and stable.

3. AN INVENTORY MODEL WITH PERISHABLE
PRODUCTS

3.1. Preliminaries
Let us consider the nonlinear, discrete-time perishable inven-
tory with random lifetime products proposed in [24]. The con-
sidered class of inventory system assumes that stored products
have a limited shelf-life. The main purpose of the inventory sys-
tem is to satisfy customer demand and optimize the stock lev-
els and losses due to perishability. The model fundamentals are
based on the following assumptions:
1. The inventory system considers a single item only.
2. A review period is constant and equals one day.
3. Lead time is deterministic and positive and equals s days

(s > 0).
4. Shortages are allowed but are not backlogged. Excess de-

mand is lost.
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5. There is only one stocking point in each period k.
6. Demand is a time-varying function.
7. The maximum shelf-life l is fixed and known a priori. Lost

units are not replaced.
8. Items deteriorate according to a variable rate. The Weibull

distribution is used to represent the distribution of the time
to deterioration. It is assumed that after a period of l days
distribution function is almost equal to 1. It means that the
error resulting from the assumption of a finite time horizon
is negligible.

9. The part of a new batch of products entering the inventory
could spoil during the transport.

10. The products are sold according to FIFO policy.

3.2. Notation
The variables used in the model are presented in Table 1.

Table 1
Applied notation

Symbol Definition

N The length of the simulation horizon

k ∈ {1,2, . . . ,N} Discrete-time

l The maximal lifetime of the item

i ∈ {1,2, . . . , l} The index of state variables

s Deterministic lead time

dmax The maximum demand in one period k

wi Perishability coefficients

x(k) The vector of state variables

y(k) Inventory level (on-hand stock)

u(k) Order quantity

F(p,γ,λ ,β )
The cumulative distribution function of the
Weibull distribution

λn
The nominal value of scale parameter λ from
the Weibull distribution

λ∆

The perturbated value of scale parameter λ

from the Weibull distribution

∆ Perturbation

z(k) The aggregated amount of perished product

zi(k) The sum of perished product

d(k) Aggregated demand

di(k) Demand for a product of age i

h(k) The aggregated amount of sold product

hi(k) The sold product of age i

n Number of neurons in the hidden layer

v The vector of network weights

a j The activation function in the first layer

e The activation function in the second layer

c j The transformation function in the second layer

3.3. The applied model – in brief
The model reflects the real processes in the inventory system
with perishable products. The main goal of every inventory sys-
tem is to satisfy customer demand. In order to maintain high

customer service and minimize the on-hand stock, the replen-
ishment orders must be just in time delivered. It is important
to note that the orders arrive in the inventory after lead-time
denoted as s. It means, that applied control input makes an im-
pact on the system after the period s. It makes these systems
much more different from the classical systems. The dynamics
of the system are influenced by the on-hand stock and work-in-
progress orders. However, the demand does not affect the dy-
namics and is modelled as an unknown a priori, bounded func-
tion of discrete time 0 ≤ h(k) ≤ d(k) ≤ dmax. There is full de-
mand satisfaction when the number of sold products h(k)∈R≥0
is equal to the current demand d(k) ∈ R≥0, h(k) = d(k) The
maximum value of imposed demand for products per k period
is constrained by dmax ∈ R≥0. The general description of the as-
sumed inventory system is that: (a) the orders are generated in
regular intervals on the basis of the on-hand stock quantity y(k),
work-in-progress deliveries xi(k), where i = {1,2, . . . ,s− 1}
and expected demand d(k), (b) the products are sold accord-
ing to FIFO issuing policy, (c) products ages according to
Weibull distribution. Total demand consists of a sum of de-

mand for products characterized by age i : d(k) =
l

∑
i=1

di(k). In

this model, i represents the age of products, e.g. i = 1 means
that d1(k) ∈ R≥0 is the demand for the freshest products avail-
able in the inventory. The total number of the sold product is

given by h(k) =
l

∑
i=1

hi(k), where hi(k) ∈ R≥0 – sold products

of age i. As inventory systems become more complex, repre-
senting them with differential equations or transfer functions
becomes highly advanced. Considering that, for efficient im-
plementation in Matlab and on computing server, the model is
formulated using a state-space approach. State-space represen-
tation of this system is given by l equations



x1(k+1) = (1−w1)u(k),

x2(k+1) = (1−w2)(x1(k)−h1(k)) ,
...

xl(k+1) = (1−wl)(xl−1(k)−hl−1(k)) .

(1)

State variable xi(k)∈ R≥0 keeps the information about products
quantity of age i. Items start to deteriorate during transport to
the inventory. Order quantity u(k) is a positive and real num-
ber. Perishability coefficients wi ∈ 〈0, 1〉 of product of age i are
provided by the Weibull distribution function

wi =


F1 i = 1,
Fi−Fi−1

1−Fi
i = 2,3, . . . , l,

1 i = l +1.

(2)

Assuming that the inventory deterioration rate follows
a Weibull distribution, its cumulative distribution function can
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be presented in the following form

Fp = F (p,γ,λ ,β ) =

0 p ∈ 〈1,γ〉,

1− e(
p−γ

λ
)

β

p ∈ (γ, l〉,
(3)

where β > 0 is the shape parameter, λ > 0 is the scale param-
eter, γ > 0 is the location parameter defining the beginning of
deterioration, p is the time of deterioration. On-hand stock is
a sum of the products stored to the inventory with different age

i which can be described as y(k) =
l

∑
i=s

xi(k). The products are

sold according to FIFO policy, e.g. the oldest products, that is,
the quantity with the highest i, is consumed first. In order to
preserve the inventory processes, the following inequality must
be met y(k)− h(k) ≥ 0. It means that the system cannot sell
more units than available on-hand stock. Perishability process
of products for each moment k and age i is given by l+1 equa-
tions 

z1(k) = w1u(k),

z2(k) = w2 (x1(k)−h1(k)) ,
...

zl+1(k) = wl+1 (xl(k)−hl(k)) .

(4)

Products perish according to Weibull distribution what means
that perishability can occur for every group of products (accord-
ing to age i). For a general overview of the quantity of prod-
ucts losses, the sum of perished quantities of ages i is given as

z(k) =
l+1

∑
i=1

zi(k).

4. NEURAL CONTROLLER FOR PERISHABLE INVENTORY
Artificial neural networks consist of the number of connected
neuron cells with weights imitating the real processes which
occur in brains. The main goal of this work is to develop a ro-
bust neural network controller for uncertain perishable inven-
tory systems in order to optimize the performance of this sys-
tem using multicriteria optimization. The developed neural net-
work controller consists of three layers: input, hidden, and out-
put layer. It is assumed that the developed network has one hid-
den layer which has n neurons. The hidden layer has the sat-
urating linear transfer function (satlin) whereas on the output
layer is a positive linear transfer function (poslin). The applied
structure of the neural network is depicted in Fig. 1.

The input of the neural network controller is the state vector
x(k)∈R≥0, which is the number of products on every shelf – the
shelf represents the age of the product. The output of the neu-
ral network is the control signal u(k) ∈ R≥0, which is the order
quantity generated in order to satisfy the demand d(k) ∈ R≥0.
The applied structure is a feed-forward network, in which the
activation functions a j, e, and transformations c j and u occur.
Based on the current stock age and work-in-progress deliveries,
the controller can generate the optimal order quantity for each
day k. The weights are the elements of vector v. Neural network

Fig. 1. The applied structure of the neural network controller

learning is conducted for constant demand value d(k), which
is 1 unit per day. However, for simulation purposes, the de-
mand scaling is proposed, which provide the proper controller
behaviour for different value of demand than 1.

5. LEARNING USING MULTICRITERIA OPTIMIZATION
For the tuning of the neural network weights, multicriteria opti-
mization is applied. First, the proper optimization criteria have
been formulated. The first criterion is describing the number of
lost sales due to stock shortages

Jh =
N

∑
k=s+1

(d(k)−h(k)) . (5)

As a second criterion for optimization, the surplus of stock over
demand is considered

Jy =
N

∑
k=s+1

m(k), (6)

where

m(k) =

{
y(k)−d(k) for y(k)≥ d(k)∧_y(k)≤ d(k),

0 otherwise.
(7)

The inequalities in the above relationship (7) eliminate the
penalty for the stock which results only from the initial condi-
tions x0. In other words, the penalty begins to be counted when
the quantity of products from the initial vector is consumed.
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To be more precise, if a free response (response for initial con-
ditions without any orders) _y(k) of the system is equal to or
smaller than the current demand and there is a surplus in stock,
the cost criterion is nonzero. Otherwise, the shortages caused
by initial conditions do not increase the criterion (6). It is im-
portant to note, that the free response of a system is when the
input is zero – when the controller does not generate non-zero
results.

Formulated criteria can be written as the following vector:

J =
[
Jh, Jy

]
. (8)

For a given nonlinear model of the uncertain, perishable inven-
tory system (1)–(4) and the formulated cost vector (8), the op-
timization task can be defined as follows:

min
v

max
∆

J (v,x0,∆)

s.t. −δ ≤ ∆≤ δ ,
(9)

where v is the vector of network weights.
The optimization process is depicted in Fig. 2.

Fig. 2. The structure of conducted optimization process

The process of system optimization starts with the meta op-
timization task. Meta-optimization is used to choose an opti-
mal number of neurons in the hidden layer. It is assumed that
for meta optimization the 5 different numbers of neurons are
considered n = {1,2,3,4,5}. Next, after choosing the number
of neurons n, the learning process of the neural network con-
troller begins. For the learning process, the learning set of the
initial state vectors for the inventory model is generated using
a set of random numbers. The learning set consists of different
inventory states. Taking into consideration the whole range of
assumed initial conditions, the sum of the inventory costs (8)
is calculated. In this way, the performance of the controller is
evaluated not only based on one single case but on a variety
of cases. The main goal of the optimization is to minimize the
shortage and holding costs. Due to uncertainty in real processes,
the next step is highly necessary. In order to make the system
more robust for the uncertainty, the robust optimization process

is included. In this study, we apply the minimax decision rule
which the main goal is to minimize the possible loss for a worst-
case scenario. In this research, a worst-case scenario is the max-
imum value of criteria (8) obtained for a system with uncer-
tainty. For robust optimization, the uncertainty of process per-
ishability is considered, more specifically the scale parameter λ

of Weibull distribution is perturbated. The value of λ determi-
nates the speed of perishability, for example, decreasing value
of lambda means that products deteriorate faster. Based on the
minimax decision rule, the weights of the designed controller
are optimized NSGA-II. The optimization is conducted with the
use of parallel calculation mode in Matlab. The stopping crite-
rion is the maximal number of generations which equals 4000.
The population size is 2000 individuals.

6. SIMULATION STUDY
The simulation research consists of three parts. The first one
compares the optimization performance of controllers for the
selected number of neurons in the hidden layer and the uncer-
tain character of the perishability process. In the second stage,
the testing of learning is conducted – the solution front is gener-
ated for different initial conditions of the inventory model. The
learning set consists of 180 different inventory states. The third
research is focused on the comparison between non-robust and
proposed robust systems.

The system parameters are set in the following way: re-
view period 1 day, delivery delay 3 days, perishability hori-
zon 7 days, simulation horizon 8 days, adopted issuing policy
is FIFO. The selected type of perishability is random lifetime
perishability and is modelled by three-parameter Weibull dis-
tribution. For simplification purposes, after l days the whole
batch of products perish, but not all at once. In more detail,
during the storing period, the product quality worsens on daily
basis according to Weibull distribution. It is assumed that the
process of goods perishability is affected by unknown pertur-
bation, bounded by ∆, such that |∆| ≤ δ . The scale parameter
λ∆ of the Weibull distribution is uncertain which is a sum of
a nominal value of the scale parameter λn = 5 and perturbation
∆. It is assumed that the demand scenario is constant and there
is uncertainty about the perishability process in the inventory.
The initial conditions of the state vector x0 are generated using
random numbers in the range (0, 2) containing 180 different
inventory states in total.

6.1. Result of the learning process for neural network
controllers

In this subsection, the results of the learning process are pre-
sented. The learning process is conducted with the use of the
selected structure of a neural network, evolutionary algorithm,
and bicriteria optimization. The used structure of a neural net-
work is presented in Fig. 1 (in the previous section). For learn-
ing the optimization criteria are defined (5)–(6) and NSGA-II
is used.

In Fig. 3, there is obtained Pareto front for the different num-
ber of neurons in the hidden layer n ∈ {1, 2, 3} and different
values of perturbation ∆ ∈ {0,0.2,0.5,1}.
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Fig. 3. Pareto fronts of results obtained for NN controllers and
uncertain inventory model for selected values of perturbation –

learning stage

It can be seen that the controller with 1 neuron in the hidden
layer is dominated by solutions for n ∈ {2, 3} all considered
perturbations ∆. Secondly, the results for n ∈ {2, 3} are similar
for no perturbation and small perturbation range ∆ ∈ {0, 0.2}.
The advantage of structure with three neurons is visible for the
highest perturbations values, in particular, the difference is the
most significant for ∆ = 1. For detailed analysis, in Table 1
the value of the hypervolume indicator (HV) for the obtained
Pareto front is shown – the reference point for HV calculation
is (0.1, 0.2).

Table 2 shows that without perturbation there is no difference
between n = 2 and n = 3, which is consistent with the Pareto
front analysis. Moreover, it can be noted, that the best value of
HV is achieved for n = 3 for the highest value of perturbation
∆ = 1. It is important to note that the higher the HV, the closer
the solution to the optimal point.

Table 2
HV values for the selected number of neurons and perturbation

for a reference point (0.1, 0.2) – learning stage

Number of neurons ∆ = 0 ∆ = 0.2 ∆ = 0.5 ∆ = 1

n = 1 0.679 0.645 – –

n = 2 0.998 0.991 0.951 0.834

n = 3 0.998 0.991 0.935 0.862

Furthermore, we compare the HV calculated for the Pareto
fronts achieved by NN based controller and one of the classical
ordering policies known as the order-up-to policy. Based on the
papers [42, 43], it is assumed that the OUT controller can be
described by the following equation

u(k) =


(yOUT− y(k)−WIP(k))d(k),

for yOUT > y(k)+WIP(k),

0 otherwise,

(10)

where yOUT is the order-up-to level, and WIP(k) represents the
placed but not yet completed orders due to the occuring delays.

For comparison of purpose parameters, the OUT controller
has been computed using multiobjective optimization as for the
NN-based controller. The assumed reference point for HV cal-
culation is (0.1, 3). The obtained results for the zero perturba-
tion case (∆ = 0) show that HV is about 42% smaller than for
the NN-based controller with two neurons. It means that the
NN-based controller significantly improves quality indicators
both in terms of shortages and holding costs in comparison to
the OUT controller.

6.2. Testing of optimized control system structures
In the next stage, the testing for the different seeds of random
initial conditions that are used for learning is performed. As
quality indicators, HV and average absolute deviation (AAD)
between solutions obtained for the learning and testing stage, is
used. Firstly, the HV values for one reference point (0.1, 0.2)
for all considered controllers are presented in Table 3.

Table 3
HV values for the selected number of neurons and perturbation

for a reference point (0.1, 0.2) – testing stage

Number of neurons ∆ = 0 ∆ = 0.2 ∆ = 0.5 ∆ = 1

n = 1 0.694 0.631 – –

n = 2 0.997 0.989 0.931 0.780

n = 3 0.996 0.989 0.911 0.825

Judging by the HV values, the same relationship as in
the learning stage is observed. For smaller perturbations ∆ =
{0, 0.2} the difference between n = 2 and n = 3 is merely visi-
ble. The only increasing value of perturbation ∆ = {0.5, 1} re-
sulted in gaining a significant advantage of n = 3. In order to
see the individual differences between obtained results, Fig. 4
presents the summarized comparison of HV for the learning and
testing stages.

Fig. 4. The value of HV – comparison of the results for learning and
testing stages

In Fig. 4, there are HV values for the different number of
neurons in the hidden layer and different values of perturbation
in the perishability process. First, the worst performance is for
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n = 1, because it achieves the lowest value of HV for the se-
lected two perturbation values ∆ = 0 and ∆ = 0.2. It is assumed
that for n = 1 highest values of perturbation are not taken into
consideration. This is because the controller with one neuron in
the hidden layer is not able to find satisfactory results for this
system. The best value of HV is achieved assuming n = 2 and
n = 3 for the system with no perturbation (∆ = 0), for n = 2,
n = 3 for small perturbation (∆ = 0.2). The significant advan-
tage of n = 3 begins to be visible for high perturbation val-
ues (∆ = 1). Secondly, the achievements of the learning process
are analyzed using the testing process. Therefore, the average
ratio of the HV for testing to the HV for learning is equal to
98.6 % for all selected neural network structures and perturba-
tions. Furthermore, it can be seen that the higher the perturba-
tion value ∆, the more significant differences between the HV
for the learning and testing stages. The worst learning effective-
ness among considered cases is for n = 2 and the perturbation
∆ = 1 – 93.8%.

Secondly, let us look at the sets of solutions obtained in the
testing stage. Figures 4(a)–(f) and 5(a)–(d) show the compari-
son plots for low perturbations ∆ = {0, 0.2} and high perturba-
tions ∆ = {0.5, 1}.

Judging by the results depicted in Fig. 6, the set of solutions
obtained in the testing phase is similar to the one achieved in the

(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Fig. 5. Set of solutions obtained for NN controllers and uncertain
inventory model for low values of perturbation {0.5,1}

learning stage, but some deviations occur. In order to quantify
these deviations, two indicators are used – the hypervolume per-
centage difference (HVD) between HV values for the learning
and testing stage and AAD. In Table 4 a simple summary of the
hypervolume percentage differences between learning and test-
ing sets is provided. The HVD and AAD values are calculated
taking into account marked reference points in Figs. 5 and 6.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6. Set of solutions obtained for NN controllers and uncertain
inventory model for high values of perturbation {0.5,1}

Table 4
HVD between solutions sets for learning and testing for the selected

number of neurons and perturbation

Number
of neurons

Uncertainty

∆ = 0 ∆ = 0.2 ∆ = 0.5 ∆ = 1

n = 2 0.1% 4.6% 5.0% 6.3%

n = 3 7.1% 5.4% 7.1% 4.4%

Taking into consideration only the cases with uncertainty in
the inventory system, the lowest value of the HVD – is for n =
3, ∆ = 1 – the advantage is equal to 1.9% in comparison to
the result for n = 2. It means that solutions obtained for n =
3 provide the best set of solutions in the testing stage relative
to the learning set. For presented perishable inventory system
with uncertainty, three neurons in the controller structure cause
that system can learn more effectively than the system with two
neurons.

Moreover, the AAD values (Table 5) indicate that for the
small perturbations there is no significant difference between
obtained results for n = 2 and n = 3.

The following relationship is visible: the highest the uncer-
tainty, the more significant the difference between AAD for
n = 2 and n = 3. For the highest perturbation ∆ = 1, the n = 3
controller provides a smaller AAD than for n = 2. On the other
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Table 5
The average absolute deviation between solutions obtained after learn-

ing and testing for the selected number of neurons and perturbation

Number of neurons
Uncertainty

∆ = 0 ∆ = 0.2 ∆ = 0.5 ∆ = 1

n = 2 0.009 0.011 0.041 0.094

n = 3 0.007 0.013 0.053 0.068

hand, the controller with two neurons gives better results for
∆ = {0.2,0.5} which are lower than a three-neuron case by
about 20%. However, the controller with 3 neurons achieves the
best effectiveness of the learning process for ∆ = 1 because the
testing set deviates about 30% less from the learning set than
for n = 2.

6.3. Comparison of the robust and non-robust neural
network controller

In order to verify the proposed robust controller, numerical sim-
ulations of the perishable inventory flow process have been per-
formed. In Fig. 7, the specific points are selected to analyze the
time responses of the designed controllers.

Fig. 7. Selected points from the Pareto fronts of results obtained for
NN controllers and uncertain inventory model for selected values of

perturbation at the learning stage

The points are selected using the following criteria: (a) 1%
average of shortages, (b) 1% average of excess stock, (c) 10%
average of excess stock – in the whole range of initial condi-
tions x0. It is important to note that Jh and Jy are calculated
in these cases on which the controller has an impact. In detail,
the controller does not have an impact on the initial conditions
x0 so the criteria are calculated apart from the impact of the
initial conditions x0 which is reflected by equations (5)–(7). In
Table 6, there are the symbols of marked points from Fig. 7
and the average of optimization criteria (5)–(6) obtained in the
learning process for a certain value of perturbation ∆.

As we can see, the values of cost functions are the smallest
for the controller n = 3. The difference in shortage costs Jh be-
tween robust systems increases about 20% for (c) than for (b).
For the purpose of an analysis of the controller performance,

Table 6
Selected points and cost function values for assumed cases

Case Point J1 J2

(a)
Jh = 0.01

P211
P312
P303

0.010
0.010
0.010

0.100
0.080
0.000

(b)
Jh = 0.01

P302
P313
P212

0.000
0.045
0.050

0.010
0.010
0.010

(c)
Jy = 0.1

P311
P211

0.004
0.010

0.100
0.100

one case of initial condition x0 is selected based on the maxi-
mal difference between values of criterion Jh for a non-robust
(NC) and robust system (RNC). In order to compare the per-
formance of the selected case, the time plots for case (a) are
presented (Figs. 8 and 9).

In Fig. 8, it can be seen that the non-robust system (learned
without perturbation δ = 0 – marked as NC) orders the smallest

(a) λ = 4

(b) λ = 6

Fig. 8. Order quantity of three systems for chosen initial conditions
x0, constant customer service level (Jh = 0.01), perishability parameter
λ = {4,6}, and two or three neurons in the neural network n = {2,3}
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(a) λ = 4

(b) λ = 6

Fig. 9. Time plots (h(k) – sold goods, y(k) – inventory level) of three
systems for chosen initial conditions x0 (maximal difference on Jh),
constant customer service level (Jh = 0.01), perishability parameter
λ = {4,6}, and two or three neurons in the neural network n = {2,3}

amounts of products in the two first-time moments k = {1,2}.
From the third day, the non-robust system orders the same quan-
tity on the whole simulation horizon for λ = 4, for λ = 6 it de-
creases slightly after k = 5. Moreover, the controller with two
neurons (n = 2) starts with the highest order quantity and af-
ter k = 5 maintains high orders. Figure 8a shows that the ro-
bust network controller (learned including perturbation δ = 1
– marked as RNC) for n = 3 provides total demand fulfilment
(without shortages), whereas the NC, n = 3 system achieves
about 5% loss in sales. The RNC, n = 3 thanks to maintaining
about 4% higher stock can flexible response to the uncertain
character of the uncertain process. The robust controller with
two neurons keeps about 6% higher stock than the controller of
n = 3 (Fig. 9). What is more, two considered closed-loop sys-
tems states converge in finite time (about 8 steps). These results
suggest that the proposed robust optimization approach with the
uncertainty set is effective in dealing with perishability distri-
bution uncertainty. What is important, the robust system keeps

the higher stock only for one period, and when demand is sta-
ble, the system keeps the smallest possible stock, which can be
seen starting from k = 6.

Finally, in order to show the superiority of the robust con-
troller for n = 3, the simulations for the test set of initial con-
ditions x0 are performed. In detail, the solutions in the objec-
tive space are generated using obtained weights from the learn-
ing process from section A. Two types of controllers: NC and
RNC are simulated for the same value of perturbation. It is as-
sumed that the perturbation of the perishability process is equal
to ∆ = 1, where the nominal value of the scale parameter is
λn = 5. Instead of picking a single scenario of initial condi-
tions like in section C, the test set of 180 initial conditions is
taken into consideration. For the purpose of the testing phase,
the new set of initial conditions x0 is generated with the same
distribution as in the learning phase but with a different seed.
The obtained solutions sets are depicted in Fig. 10.

Fig. 10. Solution space for the neural controller and robust neural
controllers for the test of the set initial conditions x0

As can be seen from Fig. 10, the best results are for robust
neural controllers in the majority of the time horizon. The RNC,
n = 3 provides about 18% higher quality of solution space in
terms of HV than for NC, n = 3. It means that RNC, n = 3
can minimize the uncertainty of perishability more effectively,
especially for the solutions of the smallest value of shortage
cost, i.e. Jh < 0.02. Among robust controllers, the RNC, n = 3
achieves about 5% higher HV than RNC, n = 2 which shows
that the controller with a three-neuron system is more robust
than the two-neuron controller. Consequently, in the case of
significant perturbation, i.e. ∆ = 1 RNC, n = 3 can crucially
maintain less stock providing higher demand satisfaction at the
same time. This also means that for robust systems there are
smaller losses due to product perishability.

7. CONCLUSION
Improving the approaches of goods flow in the production-
logistic systems is highly desirable in nowadays industry, which
makes the research on inventory control approaches of utmost
importance. Not only does the proposed solution reduce the
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costs but also provides robustness for the uncertain character of
perishability. We show that a robust neural network controller,
especially for n = 3, exhibits improved performance compared
with the classical neural controller and robust neural controller
with a lower number of neurons in the hidden layer. This work
also shows that multicriteria optimization can be used for neu-
ral network optimization in the problem of perishable inven-
tory control. What is important, this is evident that the con-
troller with three neurons limits the stock and provides full de-
mand satisfaction at the same time. The research shows that the
cost performance obtained by applying the robust state-space
controller to the model with uncertain parameter λ is superior
to the non-robust controller. It is found that a robust system
can achieve about 18% better solutions than the non-robust ap-
proach in terms of hypervolume indicators. Our proposed so-
lution approach provides formal ground for real-life inventory
optimization and can improve warehouse management systems
to make ordering decisions under perishability uncertainty. Fur-
thermore, the approach can be also adopted for inventory sys-
tems with multiple items.

Further research should focus on a perishable inventory
model with two uncertainties such as lead-time, demand, and
development of the proposed approach to perishable inventory
system optimization.
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Abstract: Many control algorithms have been applied to manage the flow of products in supply
chains. However, in the era of thriving globalization, even a small disruption can be fatal for some
companies. On the other hand, the rising environmental impact of a rapid industry is imposing
limitations on energy usage and waste generation. Therefore, taking into account the mentioned
perspectives, there is a need to explore the research directions that concern product perishability
together with different demand patterns and their uncertain character. This study aims to propose a
robust control approach that combines neural networks and optimal controller tuning with the use of
both different demand patterns and fuzzy logic. Firstly, the demand forecast is generated, following
which the parameters of the neural controller are optimized, taking into account the different demand
patterns and uncertainty. As part of the verification of the designated controller, the sensitivity to
parameter changes has been determined using the OAT method. It turns out that the proposed
approach can provide significant waste reductions compared to the well-known POUT method while
maintaining low stocks, a high fill rate, and providing lower sensitivity for parameter changes in most
considered cases. The effectiveness of this approach is verified by using a dataset from a worldwide
retailer. The simulation results show that the proposed approach can effectively improve the control
of uncertain perishable inventories.

Keywords: perishable inventory management; sustainable control system; artificial intelligence;
evolutionary computation; uncertain demand; robust optimization; energy sustainability

1. Introduction

Perishable inventories, such as food and pharmaceuticals, require careful management
to ensure their quality and safety. One of the key considerations for the efficient man-
agement of such inventories is the energy consumption required to preserve and extend
the shelf life of perishing goods. In recent years, there has been an increasing interest in
reducing the energy consumption of supply chains, both to decrease costs and reduce
environmental impacts (i.e., pollution reduction and promote carbon neutrality). There is a
lot of emphasis on the promotion of the so-called “green” supply chain [1]. Green supply
chains include green manufacturing, green products, green resources, green movement,
and green logistics, i.e., green supply chain management (GSCM) [2]. In the era of Industry
4.0, not only is improving operational efficiency highly necessary but also compliance with
the regulatory and market pressures for pollution, waste control (Sarkar et al., 2022 [3]),
and energy consumption.

An effective inventory management system is crucial for ensuring the optimal func-
tioning of the entire supply chain. A well-controlled inventory system can lead to improved
efficiency and productivity throughout the entire supply chain. One of the essential aspects
that must be considered in the management of perishable inventory systems is the role of
energy. It is imperative that energy is utilized to maintain the appropriate temperature,
humidity, and other essential environmental conditions that are necessary to preserve the
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quality and safety of perishable goods. For example, refrigeration systems are commonly
used to cool and preserve perishable foods, pharmaceuticals, blood, and other perishable
products. These systems consume a significant amount of energy, and their efficient opera-
tion is essential for minimizing costs and reducing the environmental impact of inventory
management. In addition, energy costs can represent a significant portion of the operating
expenses for perishable inventory systems, and optimizing energy use can result in signifi-
cant cost savings. Therefore, the efficient control of energy use is essential for the effective
management of perishable inventories.

There exists a strong correlation between energy consumption and other inventory
costs. Specifically, the holding cost, which is the cost of maintaining an inventory over a
period of time, can impact the energy utilized in perishable inventory systems in a couple
of ways. First, holding costs can motivate inventory managers to reduce their energy
consumption in order to lower their overall costs. For example, if the holding cost of a
perishable inventory is high, managers may be motivated to reduce energy consumption by
using more energy-efficient refrigeration systems or optimizing the scheduling of energy-
intensive operations. Second, the holding cost can also influence the tradeoff between
energy use and product quality. In some cases, it may be more cost-effective to use more
energy to maintain optimal environmental conditions for perishable goods, even if it means
higher energy consumption. However, in other cases, it may be more cost-effective to allow
some degradation of product quality to reduce energy utilization and lower the holding
costs. The optimal balance between energy use and product quality depends on a diverse
set of aspects, including the specific characteristics of the perishable products, the holding
cost, and the energy cost.

2. Literature Review

One of the initial attempts to achieve optimal inventory performance was the devel-
opment of the Economic Order Quantity (EOQ) model, which involves placing a constant
order when the inventory level falls below a predetermined level. Going further, the next
policy was invented where the order quantity was adjusted based on a difference between
the current inventory level and the desired target level, which is called the Order-Up-To
(OUT) policy. This policy has been widely used in inventory systems [4] for decades
and continues to be relevant in many industries thanks to its relatively straightforward
implementation compared to the more complex models. It does not require extensive data
or sophisticated algorithms, making it accessible to a wide range of businesses. However,
with the rise of digital technologies and the Internet of Things (IoT), there has been a signif-
icant increase in the amount of data available for businesses. This plethora of data can be
harnessed by advanced algorithms to generate more precise predictions regarding demand,
lead times, and other critical factors. Traditional inventory management approaches, includ-
ing OUT policies, are often based on static parameters. Advanced algorithms are capable
of dynamically adapting to changing conditions, considering factors such as seasonality,
market trends, and unforeseen events in real time.

Many modern techniques have been applied to control the flow of products in un-
certain perishable inventories. One well-known method is the Mixed Integer Programing
(MIP) model. The MIP model was used in [5], where it was developed with a view to
ordering and holding costs. As the optimization problem evolves, an increasing number of
criteria are being considered, including carbon emissions and the freshness of perishable
products, in addition to economic costs. Therefore, an increased number of criteria forced
the usage of optimization methods to include the possible impacts on inventory profitability.
Moreover, in current times, demand uncertainty is inevitable, so on top of that, robust meth-
ods for optimization are being more frequently used. The two-stage robust optimization
(RO) model for a perishable inventory problem was proposed by Hooshangi-Tabrizi et al.,
2022 [6], where an exact robust algorithm based on the column-and-row generation method
was introduced. Another approach applied to inventory control is based on Benders’ de-
composition [7], in which the central limit theorem is used to represent uncertainty sets.
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Another method that has been extensively used, as far as inventory optimization problem
is concerned, is stochastic programing (SP). In RO, the decision maker does not have any
distributional knowledge about the uncertainty in demand–minimizing worst-case cost,
whereas in SP, it is assumed that the algorithm has full distributional knowledge about the
uncertainty [8]. Also, approaches for inventory control that combine these two popular
methods, RO and SP, were designed and verified in a real case study in the platelet supply
chain [9].

In the era of Industry 4.0, there is rapid development in digital technologies, where
enterprises invest in technologies such as automation and robotics, artificial intelligence
(AI), blockchain, cloud computing, and big data analytics [1]. AI methods can contribute
to the development of dynamic inventory control policies, which can adapt to changing
conditions, such as fluctuations in demand patterns or variations in perishable goods’ shelf
life [10]. It is important to note that the methods that are using neural networks can be
computationally complex. However, there are ongoing efforts to develop more efficient
architectures, algorithms, and hardware solutions to address the computational challenges.
Moreover, it is important to note that quantization, model pruning, parallelization, and
transfer learning, where a pre-trained model is fine-tuned for a specific task, can reduce
the need for extensive retraining, thus improving computational efficiency. On the other
hand, more and more new approaches are being invented using neural networks to provide
better convergence; for example, Input Convex Neural Networks (ICNNs) are used in
Model Predictive Control (MPC) algorithms [11] to solve the problem of multiple shallow
local minima. Another approach in which a neural network is incorporated is presented
in [12], where fuzzy reasoning techniques and neural network structures are combined with
model-based predictive control (MPC). Employing this approach contributed to simplifying
the MPC algorithm.

It is worth noting that enhancing the practical efficiency of neural networks is a pursuit
worth undertaking, as they are capable of identifying intricate patterns in perishable goods’
consumption and degradation, thereby aiding in the determination of optimal inventory
levels. The current applications of artificial neural networks to inventory management in-
clude inventory classification [13], demand forecasting [14], inventory optimization [15–17],
and dynamic pricing [18]. According to the authors of [19], an artificial neural network
(ANN) and genetic algorithm (GA) were employed to make predictions. A neural network
was developed for forecasting purposes, and subsequently, the GA was implemented to
determine the ANN’s weights. Prior research has indicated that the integration of an
imperialist competitive algorithm with artificial neural networks (ICA-ANN) has been
proven to be more effective in predicting the demand for veterinary drugs than a genetic
algorithm-based approach (GA-ANN) [14]. Artificial neural networks have also been ap-
plied to solve inventory control problems, which also include inflation [20]. The bi-objective
optimization of multi-period and multi-product inventories was investigated in [20], result-
ing in the rapid convergence of the ANN. However, this study did not utilize authentic
industry data, which could have further supported the stated advantages. On the other
hand, in [21], a real-world application scenario of a German bakery chain that primarily
sells highly perishable goods is presented, and in [22], a new replenishment strategy that
introduces an upgraded particle swarm optimization (PSO)–backpropagation together
with the (BP) neural network prediction model is investigated based on the automotive
spare parts’ industry. Furthermore, AI methods are very useful for minimizing the losses in
perishable pharmaceutical products in a healthcare supply chain. More and more so-called
‘intelligent inventory management’ systems have been created, which help to increase
overall cost-effectiveness [23]. The next subfield of artificial intelligence, which has also
been widely implemented to address inventory control problems, is reinforcement learning.
Numerous prior studies have explored the utilization of reinforcement learning (RL) in
addressing inventory management challenges, exemplified by the noteworthy contribu-
tions [24–27]. For example, in reference [24], a deep reinforcement learning framework was
introduced for inventory replenishment problems. However, it is worth mentioning that
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this study did not explicitly account for the impact of product age, indicating an absence of
perishability considerations.

In this paper, we employ a robust approach for perishable products facing demand
uncertainty to minimize the overall costs. Moreover, the abovementioned studies either
consider non-perishable products or do not explicitly incorporate the product’s aging into
the model. In other works, it is proposed that a scenario-based RO, where an optimal
policy that minimizes the worst-case cost, including the product’s aging, is presented [8].
Nevertheless, demand categorization-based RO was not properly addressed in the current
state of the art, which is a significant research gap. The next void in the literature is about
using zero lead time. To exemplify, in [9], products’ aging is included only during storage,
and zero lead time is assumed, which significantly simplifies the considered inventory
control problem. Moreover, the popularly used EOQ models [28] have limitations in their
application to complex demand patterns and nonlinearity handling compared to artificial
intelligence methods, which provide the possibility of performance improvement thanks to
their learning ability.

Unlike these studies, we explicitly incorporate different demand patterns and aging of
products during transportation and storage, non-zero lead time, and uncertain demand. To
the best of our knowledge, only a limited number of articles deal with perishable products,
non-zero lead times, and uncertain demand, including demand categorization. For this
reason, we propose a robust inventory system to control the perishable inventory system,
which is exposed to highly different demand patterns, uncertain fluctuations, and the
product’s aging process.

The contribution of this study is three-fold:

• First, in contrast to existing studies, the proposed strategy distinguishes itself by
permitting the incorporation of various demand patterns into the optimization process,
including intermittent, lumpy, smooth, and erratic demands.

• Second, a new solution methodology for perishable inventory control under uncertain
demand is proposed. Artificial neural networks and fuzzy logic are used to control
the inventory systems. The ANN is used for order signal calculation, and fuzzy logic
is used for the refinement of the generated orders, taking into account the forecasted
uncertainty. Together with that, robust optimization is performed with the usage of
the Genetic Algorithm (GA) and Wald criterion.

• Third, the proposed method holds a significant advantage in that the controller be-
havior is adapted to forecasted uncertainty without requiring a significant amount
of computation due to the two-stage offline optimization process. This research has
the potential to contribute to the development of software solutions for warehouse
management, with the aim of enhancing the algorithms that control the replenishment
cycles and automate these processes.

3. Problem Definition and Assumptions

The considered problem concerns controlling the flow of products in the perishable
inventory system exposed to demand uncertainty. The difficulty is in calculating the or-
der quantity for perishable products that are having varied demand characteristics. The
determination of order quantity needs to be carried out with a view to two conflicting
goals: high fill rates and low occupancy of inventory space. The problem also considers
the determination of the timing of the orders. In this paper, we present a proposal that
outlines the procedure for optimizing the inventory system in the presence of uncertain
demand. The control approach has been tested using the nonlinear, discrete-time perishable
inventory model proposed in [29] and carried out within the MATLAB environment. The
model of the inventory is represented in the form of state equations, in which the state
variable xi(k) ∈ R≥0 represents: (a) the on-hand stock per age xs+1(k), xs+2(k), . . . , xl(k);
and (b) the work-in-progress deliveries x1(k), x2(k), . . . , xs(k), where s denotes the deter-
ministic lead-time. The available stock is a sum of the products stored in the inventory
with different ages, i, which can be expressed as follows:
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y(k) =
l

∑
i=s

xi(k) (1)

where l is the expiration period of the product. This model assumes that the products have
a fixed shelf-life. To formulate the model and the investigated problem, we relied on the
following assumptions:

• The review interval remains constant and is set at one day.
• The products are sold in accordance with the FIFO principle.
• The inventory is holding a single type of product.
• The demand d(k) is uncertain.
• Shortages are permitted but are not backlogged. Surplus demand is lost.
• There is one replenishment point in each period.
• The demand is a nonstationary function and is categorized using Croston’s method-

Syntetos and Boylan method (described in Section 5.1).
• Deterioration commences immediately upon the items’ arrival in the inventory.
• The shelf life l is fixed and predetermined. After l days, items from the same batch

are expired and subsequently transformed into unsellable waste. Lost items are
not replaced.

• In an initial state, the inventory is devoid of any items, with the inventory conditions
x0 set to zero.

4. Control Design

This section is divided into smaller parts that describe the design of the fuzzy switch-
ing control of perishable inventory systems under demand uncertainty and for various
demand patterns.

4.1. Classical Approach

The control task in terms of inventory control is defined as follows: the controller has
to generate orders in the cases of quantity and timing u(k) based on the current inventory
state x(k) and current demand signal d∆(k). The goal is to fulfill customer orders and keep
inventory stock low. The classical closed-loop inventory control system is depicted in
Figure 1.
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The challenges associated with controlling such a system stem from the dynamics
and uncertain nature of demands, which are subjected to frequent changes. Moreover,
these fluctuations in demand are amplified throughout the supply chain, making the
dynamics of the system difficult to manage. In addition to this, the controller must generate
control signals that are smooth and reasonable to follow in order to minimize the so-called
bullwhip effect. Traditional approaches are not adequate for addressing this problem as
they suffer from several disadvantages, such as their limited adaptability to uncertainty,
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difficulty in handling non-linearities and incomplete information, and reduced robustness
to disturbances.

4.2. Proposed Approach

Considering the limitations of the classical closed-loop control approach, we have
proposed a method that can better handle uncertainty and make use of the enormous
amount of data that such systems are storing. In addition, due to the fast-changing and
precise nature of these systems, control systems that can learn complex relationships from
data and generalize from incomplete information are more suitable. This is particularly
important in scenarios where information may be partial or imprecise. The architecture of
the proposed control system is depicted in Figure 2.
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uncertain demand.

The Fuzzy Robust Neural Network control system (FRNN) consists of two main
components: the Fuzzy Logic Estimator and a set of Robust Neural Network controllers
with the weights given in vectors {v0, v1, v2, . . ., vm−1}. The generated optimal set of weights
is used in the second stage of optimization, which is intended to find the optimal values of
the parameters of the Fuzzy Logic estimator {p1, p2, p3, p4, p5} and demand estimator p6,
taking into account the inventory performance criteria (described in Section 4). The core
of the automated inventory control system is a Robust Neural Network controller, which
is responsible for generating order signals for four distinct levels of demand uncertainty.
Specifically, the orders generated by the controller for demands with no uncertainty are
denoted as u0, while those for demands with the highest uncertainty are denoted as m − 1,
where m is the number of considered uncertainty levels. Hence, the vector of orders can be
defined as follows:

u(k) = [uo(k), u1(k), . . . , um−1(k)] (2)

In the subsequent round, a linear interpolation is carried out utilizing the provided
weight vector v and uncertainty forecast ∆f, resulting in the generation of the ordering
signal û. The inventory level is initialized with an initial state, representing the initial stock,
including the expiration date and customer needs d∆. The demand signal is divided into
two parts: current customer needs, represented by signal d∆, and estimated demand, which
is marked as dctrl. Following the sale of goods and the arrival of new orders, the inventory
achieves a new state, x, that represents the current inventory level with information about
the age of the products.
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4.3. Moving Coefficient of Variation, Difference of Moving Coefficient of Variation, and Mean and
Moving Average Estimator

To ascertain the anticipated demand for future products, operations were conducted on
the present uncertain demand signal. Two signals were computed: the Moving Coefficient
of Variation (MCV) and the Difference of Moving Coefficient of Variation (DMV). These two
signals serve as inputs for the Fuzzy Logic Estimator. The Moving Coefficient of Variation
is expressed as follows:

dmcv(k, d∆, ws) =
Moving standard deviation of the demand(k, d∆, ws)

d∆
(3)

where
d∆ − mean of the demand(d∆)

whereas the subtraction of two Moving Coefficients of Variation, each characterized by a
different window size ws, represents the Difference of Moving Coefficients of Variation:

ddmv(k, d∆, ws) = dmcv(k, d∆, ws)− dmcv(k, d∆, 2ws) (4)

On the other hand, the input demand for the Neural Controllers is made based on the
weighted sum of the mean current demand d∆ and the Moving Average (MA) of current
demand, as expressed in the following equation:

dctrl(k) = (1 − p6)d∆ + p6(MA(d∆(ws))) (5)

4.4. Fuzzy Logic Estimator

In this section, details about the Fuzzy Logic Estimator are presented. The Fuzzy
Logic Estimator system’s aim is to generate the demand uncertainty forecast ∆f based on
the moving coefficient of demand variation dmcv and the difference of moving demand
variation ddmv. In Figure 3, a flow chart of the Fuzzy Inference System (FIS) is depicted.
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Figure 3. The flow chart of the FIS model incorporates two inputs: the coefficient of demand variation
(CV) and the differential of this coefficient.

The values of the moving coefficient of variation dmcv and its difference ddmv are used
as the inputs to the fuzzy inference system, which depends on the membership functions
and the fuzzy rules presented in Table 1. The FIS observes the pattern of the coefficient
of variation and its differential and correspondingly updates the uncertainty forecast so
that the generated order provides optimal inventory performance (optimization details are
presented in Section 4).
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Table 1. Rule matrix for the fuzzy logic forecast generator.

dmcv

ddmv Vlow Low Medium High

Decreasing NN0 NN0 RNN1 RNN2
Stable NN0 RNN1 RNN2 RNN3

Increasing RNN1 RNN2 RNN3 RNN3

The membership function shapes and locations of optimization variables (p1, p2, p3,
p4, and p5) are shown in Figure 4.
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The first input’s membership functions are all isosceles triangles, while the second
input’s membership functions consist of an isosceles triangle and two linear functions, a
z-shaped saturation function, and an s-shaped saturation function. A constant value ∆p
is introduced to provide the offset between each membership function, and it is empiri-
cally adjusted.

4.5. Neural Network Optimization

The two-stage optimization approach aims to efficiently manage inventory levels by
addressing both the robustness of neural network control and efficient adaptability to
demand uncertainties in separate stages. The first stage of optimization involves deter-
mining the optimal weights v for the worst-case scenario of demand uncertainty, which
is represented by the estimates δ ∈ {0, 0.1, 0.2, 0.3}. The values of δ are evenly distributed
within the range of 0 to 0.3, with 0.3 serving as the assumed upper bound of the acceptable
range, corresponding to a relative perturbation of +/−30%. The initial step of the first
stage is to produce random initial conditions for the inventory state within the range (0, 2).
The learning set comprises 180 various inventory states, each representing a different level
of initial stock for products with varying shelf lives. The state vector x(k) ∈ R≥0, which
serves as the input for the neural network controller, consists of the number of products
on every shelf, with each shelf representing the age of the product. The neural network
corresponds to the control signal u(k) ∈ R≥0, which is the order quantity calculated to
fullfil the demand d∆(k) ∈ R≥0. The goal of the optimization problem is to determine the
neural network’s weights with the aim of ensuring that the inventory system can meet
customer needs and minimize holding costs simultaneously. Specifically, the following
criteria have been used:
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Jh(v, ∆) =
N

∑
k=s+1

(d∆(k)− h(k, v, ∆)) (6)

Jy(v, ∆) =
N

∑
k=s+1

m(k, v, ∆) (7)

where Equation (6) represents the cost of lost sales because of the shortage or spoilage of
products, while Equation (7) denotes the cost of holding stock surplus over current demand.
The latter can be calculated using the following formula:

m(k, v, ∆) =

{
y(k, v, ∆)− d∆(k) for y(k, v, ∆) ≥ d∆(k) ∧

⌢
y (k, ∆) ≤ d∆(k)

0 otherwise
(8)

The aforementioned relationship, Equation (8), highlights the presence of inequalities
that nullify the penalty associated with the stock’s initial conditions, x0, where ŷ(k) repre-
sents the system’s free response. The formalized criteria may be expressed as the weighted
cost function:

J(v, ∆) = c · Jh(v, ∆) + Jy(v, ∆) (9)

The weighting factor c, which is a scaling factor that is empirically tuned to ensure an
equitable balance between the aforementioned objective functions (6) and (7), is assigned a
value of 3.

4.6. Fuzzy Logic Estimator Optimization

The second stage of optimization seeks to provide the ability to adapt to uncertain
demand by utilizing a fuzzy logic approach. In this stage, the obtained weights of the
neural network in the first optimization stage are utilized as inputs. For the purpose of the
second stage of optimization, a model has been developed, which comprises an artificial
neural network proposed in [30], the perishable inventory model developed in [29], and
the demand uncertainty estimation system based on fuzzy logic developed in this work.
Formalizing the optimization problem may be expressed as follows:

min
p

max
∆

J(p, ∆)

s.t. −δ ≤ ∆ ≤ δ
p1 ≤ p2
p2 ≤ p3
p4 ≤ p5
0 ≤ p1, p2, p3 ≤ 10
0 ≤ p4, p5 ≤ 3
0 ≤ p6 ≤ 1

(10)

where p1, p2, and p3 are the parameters of membership function for the first input, and p4
and p5 are the parameters of membership function for the second input. The remaining
parameter, p6, is a parameter that determines the proportions of the mean and moving
average of the demand signal that are inputted into the RNN. The detailed steps of the
second stage of the optimization process are shown in Figure 5.
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In the second step, the perishable inventory models, Robust Neural Network con-
trollers, and Fuzzy Logic are initialized. Subsequently, the optimization process is executed
separately for each considered demand pattern and for various window sizes of the mean,
moving average, and moving standard deviation of the demand signal. The optimization
of the FRNN controller was then carried out for a specific variant, which involved a chosen
window size and demand pattern. In order to classify the demand patterns, the classifica-
tion method called Croston’s method-Synetetos and Boylan method is used, which was
proposed in [31]. This method considers the calculation of two indicators: the average
demand interval (ADI) and the coefficient of variation (CV). These indicator values were
calculated utilizing the following formulas [32]:

ADI =
Total number of demand periods

The number of periods with non-zero demand
(11)

The ADI indicator, which stands for the average demand interval, refers to the period
of time that elapses between two consecutive demands. CV2 can be expressed in the
following manner:

CV2 =

(
Standard deviation of the demand

Mean of the demand

)2
(12)

This method enables us to identify various types of demand, including smooth de-
mand, which presents a consistent quantity and timing (ADI < 1.32 and CV2 < 0.49). Erratic
demands are defined by unpredictable fluctuations in the size of demand in place of
changes in the demand period (ADI < 1.32 and CV2 > 0.49), while intermittent demands
can be described by a lower level of variability in the demand quantity than the demand
period (ADI > 1.32 and CV2 < 0.49), lumpy demand (ADI > 1.32 and CV2 > 0.49), and
intensely unpredictable and sporadic fluctuations in demand, which include periods of
zero demand [33].

4.7. Verification

The performance of the optimized FRNN controller was verified using the demand
signals from a testing set. The demand signals were applied to the inventory system, and
for each applied testing demand signal, the criterion (9) was calculated. Additionally,
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sensitivity analysis was conducted using the One-at-a-Time (OAT) method to assess the
impact of changes in the controller parameters on the inventory control quality.

5. Simulation Research

This section details the simulation research, the primary objective of which is to
demonstrate the effectiveness of the proposed controller in enhancing the performance of
perishable inventory systems in the face of uncertain demand. The focus is on evaluating
the impact of the controller on stock levels, shortage rates, and wastage due to perishability
across various demand patterns.

The dataset comprises time series data related to the sales of diverse items offered by
Walmart stores, arranged in a hierarchical structure, with the following levels: item level,
department, product category, and geographical region. The dataset consists of 3075 prod-
ucts that have been sorted into 3 product categories, namely hobby, food, and household,
and 7 product departments, where the aforementioned categories are further disaggregated.
This dataset was released with the intention of participating in the M5 Competition hosted
on Kaggle [34]. The items are distributed throughout ten retail locations across the states
of California, Texas, and Wisconsin. For the purposes of this research, the item category
under consideration is food. In the food category, there are 1437 products whose time series
have been classified into four demand patterns dependent on two indicators, denoted as
Equations (11) and (12), namely the average demand interval (ADI) and the coefficient of
variation (CV). The aforementioned research incorporates the following time series for each
demand group: 23,042 for intermittent, 5971 for lumpy, 981 for smooth, and 496 for erratic.
From these data, a training set and testing set were created in a ratio of 4:1.

The results of the simulation were assessed by evaluating criterion (9) in different
simulation scenarios, which include the different window size values used for optimization
and testing from the set {7, 14, 30} and different demand patterns.

5.1. Reference Controllers: SRNN and POUT

To ensure a fair comparison between the proposed FRNN’s performance and existing
approaches, two reference controllers were selected: the Switching Robust Neural Network
(SRNN) controller described in [35] and the Proportional Order-Up-To Level (POUT)
controller described in [36].

The Switching Robust Neural Network controller (SRNN) is a robust neural network
(RNN) controller that utilizes adaptive weight switching based on the estimated demand
uncertainty and predefined threshold parameters. Accordingly, the SRNN involves the
utilization of four RNN controllers that can be toggled depending on the proportions of
the MSTD and MAVG within a specified window size and category of demand signal.
The switching operation can take place daily. On the other hand, the POUT controller is a
successful modification of a classical OUT policy that seeks to mitigate the effects of the
bullwhip effect in traditional inventory systems by smoothing out order variations. Addi-
tionally, the POUT controller is equipped with the ability to fine-tune its performance through
the use of positive constants, which can be adjusted to optimize inventory management.

The comparison with the reference approaches, the Switching Robust Neural Network
(SRNN) and Proportional Order-Up-To Level (POUT), was conducted. The cost function
value, fill rate, sum of stock level, number of perished products, and time response analysis
for the selected demand scenarios were considered for this comparison. Furthermore, a sen-
sitivity analysis was carried out using the OAT method. For the purpose of fair comparison,
two reference systems were optimized using the same criteria, and a two-stage optimization
process was carried out for the SRNN, as it also contains a Robust Neural Network as
part of the controller. During the second stage of optimization, switching thresholds were
calculated for the SRNN t1-t4, and for POUT, two parameters were optimized: the maximal
inventory level o1 and a positive constant o2 that determines the share of the difference
between the maximal stock level and the current stock level, as well as the work-in-progress
orders in the order signal generation.
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5.2. Parameters

The parameters utilized in the simulation research are presented in Table 2.

Table 2. Parameter values that are used for simulation research.

Area Parameter Value

N (simulation interval) 365 days
Replenishment period 1 day

General l (product shelf-life) 9 days
Perishability type fixed

Issuing policy FIFO
Lead time 3 days

m (number of uncertainty levels) 4

Type of moving average Triangular
Window size Parametrized

Neural Network Number of neurons 3
Type Feedforward

Type of fuzzy logic Sugeno Type 1
FRNN Type of moving average window Triangular

Range of input 1 (CV) [0, 10]
Range of input 2 (DCV) [−3, 3]
Type of MF for input 1 trimf
Types of MF for input 2 linzmf, trimf, and linsmf

Output range [0, 3]
Defuzzification method wtaver

AndMethod prod
OrMethod probor

ImplicationMethod prod
AggregationMethod sum

5.3. Optimization Results

The results of the optimization process are presented utilizing the cost function values,
optimal parameter values, and the performance of the inventory system demonstrated
through time response charts. Additionally, the sensitivity analysis was conducted to show
the robustness and performance of the control system in cases of parameter change.

5.3.1. Cost Function Values

Table 3 presents the obtained results from the optimization process for the SRNN,
FRNN, and POUT controllers. The results include the cost function values according to
Formula (5) obtained in the optimization and in the testing process (in brackets). The
computation of the cost function value is undertaken for selected window sizes ws, with
the aim of assessing the performance of the controllers optimized with a specific window
size wopt in the context of different window sizes wtest. In the present investigation, the
controllers optimized on selected wopt are tested in the scenarios wherein the window size
is altered to wtest. In Table 3, the cost function values are provided for different window
sizes, wopt and wtest, and four selected demand patterns, where wopt is the window size
used during the optimization process (listed in rows) and wtest is the window size used for
testing purposes (listed in columns).
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Table 3. The cost function values of the FRNN, SRNN, and POUT control systems were obtained
for two different demand sets: the optimization set and the testing set (in brackets), for different
window sizes.

FRNN × 104 SRNN × 104 POUT

Demand Pattern wopt

wtest 7 14 30 7 14 30 -

Intermittent

7
20.81 20.14 20.79 20.84 20.31 20.86

29.92
(6.76)

(4.79) (4.54) (4.76) (4.75) (4.56) (4.76)

14
20.83 20.10 20.71 21.00 20.22 20.90

(4.77) (4.52) (4.72) (4.82) (4.58) (4.81)

30
20.81 20.12 20.64 20.96 20.26 20.79

(4.77) (4.52) (4.73) (4.79) (4.58) (4.77)

Lumpy

7
30.43 28.97 29.25 30.14 29.00 29.40

32.72
(7.27)

(6.75) (6.36) (6.42) (6.72) (6.39) (6.45)

14
31.31 28.49 28.80 31.70 28.66 28.81

(7.15) (6.43) (6.48) (7.28) (6.50) (6.52)

30
31.60 28.62 28.54 31.63 28.78 28.67

(7.25) (6.47) (6.44) (7.27) (6.51) (6.47)

Smooth

7
14.51 14.44 14.60 14.53 14.53 14.74

17.09
(4.19)

(3.32) (3.29) (3.42) (3.32) (3.31) (3.45)

14
14.80 14.34 14.54 14.62 14.46 14.70

(3.47) (3.33) (3.48) (3.40) (3.33) (3.49)

30
14.66 14.39 14.42 14.71 14.55 14.57

(3.39) (3.31) (3.45) (3.40) (3.34) (3.49)

Erratic

7
20.75 20.21 20.87 20.78 20.50 21.13

25.57
(5.98)

(4.23) (4.15) (4.40) (4.21) (4.19) (4.43)

14
20.85 20.11 20.81 21.05 20.33 21.00

(4.24) (4.12) (4.40) (4.28) (4.17) (4.43)

30
20.90 20.13 20.73 21.27 20.41 20.99

(4.23) (4.10) (4.36) (4.34) (4.18) (4.44)

Based on the cost function values obtained for the optimization set, the FRNN con-
troller appears to be delivering the best performance in the majority of scenarios considered.
Specifically, in the training phase, the FRNN controller provided the lowest cost function
value for 94% of the scenarios compared to the SRNN and POUT controllers. In the testing
phase, the advantage of the FRNN controller is visible in 83% of the calculated cases, which
consist of three different window sizes and four different demand patterns. The SRNN
controller ranked second, followed by the POUT controller. The advantage of the FRNN
controller over the POUT controller is significant, ranging from 7% for lumpy demand
patterns with a window size of 7 to 33% for intermittent demand with a window size of
14. The mean advantage of the FRNN controller over the POUT controller for intermittent
demand is 31%; for lumpy demand, it is 10%; for smooth demand, it is 18%; and for erratic
demand, it is 24%. The advantage of the FRNN over the SRNN is most pronounced in
cases of lumpy demand patterns, where the maximal advantage is around 2%. The total
performance improvement calculated as the mean for all demand patterns is approximately
equal to 1% for the two-week window size used for optimization and testing (wopt = 14
and wtest = 14) and 0.63% for the window sizes wopt = 14 and wtest = 7. The lowest advan-
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tage for smooth demand is observed, indicating that the FRNN and SRNN controllers are
functioning similarly for smooth demand.

5.3.2. FRNN Parameters

Based on the presented membership function design in Section 4 (Figure 4), the
optimized membership functions are shown in Figure 6.
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Figure 6. Optimization results of FRNN parameters of membership functions.

In cases of smooth demand, the MF ‘low’ is strongly dominant and covers almost
the whole input range. Conversely, in the presence of intermittent demand, while the MF
‘low’ and MF ‘high’ shares remain very similar, like for smooth demand, the MF ‘medium’
experiences a slight increase. However, in cases of erratic demand, the MF ‘medium’
assumes a larger share than for smooth and intermittent demands. Notably, in the case of
lumpy demand, the shares of all MFs become more balanced.

Going further, the relationship between the first input, the coefficient of variation, and
the output, uncertainty forecast ∆f, is presented in Figure 7.
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Figure 7. Control plot showing the relationship between the Moving Coefficient of Variation and the
generated output from the Fuzzy Logic system, which is uncertainty estimation.

It is observed that the discrepancy in the forecast uncertainty commenced to surface
when the coefficient of demand variation exceeded a value of 3.6. For a range of 5–7.1,
the forecast uncertainty for lumpy demand is found to be double that of other demand
patterns. Subsequently, the uncertainty forecast increased for erratic demand at a value of
7.1 on the coefficient of variation scale and for intermittent demand at 8.6. Conversely, the
forecast uncertainty for smooth demand remained constant at a value of 1 within the range
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of 1–9.5, indicating that this demand pattern is characterized by a consistent and stable
pattern with minimal fluctuations in demand levels. In contrast, the obtained forecast
uncertainty for lumpy demand changed three times within the same range of coefficient of
variation, underscoring its irregularity and unpredictability.

5.4. Time Responses

For the purpose of supporting the analysis of the perishable inventory performance
provided by the considered controllers, individual demand signals that represent certain
categories are selected from the testing set and given in Figure 8.
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To start with, an intermittent demand pattern is applied to the perishable inventory
system. In Figure 9, there is a chart that shows the daily sales of certain products in the
inventory, whereas Figure 10 shows the daily stock level.

It is evident that the FRNN is able to sell more; it has about a 2% higher fill rate
while keeping 20% less stock and having 56% less losses due to product perishability in
comparison to POUT.
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Next, the system response for lumpy demand is provided in Figures 11 and 12 with
the sold product signal and stock level, respectively.
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In cases of lumpy demand, the advantage of the FRNN in the case of fulfilling cus-
tomers’ needs is significant and equal to 14% compared to the results obtained by POUT.
Although the FRNN provided this advantage by incurring higher inventory holding costs,
it ultimately proved to be more profitable than providing a lower fill rate.

Moving on to the erratic demand pattern, Figures 13 and 14 present the sold products
and stock levels for the POUT and FRNN controllers, respectively.
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It is important to note that the advantage of the FRNN in cases of product perishability
is significantly visible for the erratic demand pattern because, in this case, the FRNN is able
to provide about 74% less product waste while keeping about a 5% higher fill rate and 24%
less stock. In turn, for a smooth demand pattern, the results are shown in Figures 15 and 16.

Despite the 20% higher stock level, the FRNN controller managed to reduce product
perishability by 42% compared to the POUT method, which indicates that it is more effective
in adapting to uncertainties. Additionally, the fill rate of the FRNN is 1.5% higher than for
POUT. Additionally, the generated orders are shown in Figure 17.

In terms of order signal generation, POUT is characterized by the generation of the
highest peak values among the considered controllers, which can cause higher stock levels
and eventually higher stock perishability. Although the SRNN and FRNN generate similar
orders, the ordering signal for the SRNN is less suited to the demand shape, and it can be
observed that the signal for the SRNN is smoother than that for the FRNN. Delving further,
based on the data for the smooth demand pattern, the SRNN allows us to reduce product
perishability by 29.19% compared to POUT, whereas the FRNN is able to reduce it by up
to 42.29%.
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5.5. Sensitivity Analysis

In the subsequent phase of the simulation research, the sensitivity is evaluated through
the One-at-the-Time (OAT) method. Supporting data for the sensitivity analysis are pre-
sented in Tables 4–6. In Table 7, the maximum absolute sum of OAT sensitivity for the
considered controllers SRNN, FRNN, and POUT is presented, including separate calcula-
tions per demand pattern.

It is generally observed that the lowest sensitivity value is exhibited by POUT in
all instances. Considering the window sizes, the FRNN is about 16% less sensitive to a
one-week window (wopt = 7) and about 8% to a two-week window size (wopt = 7). For
the one-month window size (wopt = 30), the FRNN approximately displays a 6% higher
sensitivity level than the SRNN.



Energies 2024, 17, 849 19 of 22

Table 4. The maximum absolute sum of OAT sensitivity for parameter perturbation is ±0.1% per
demand pattern and per widow size for POUT.

Parameter Intermittent Lumpy Smooth Erratic

o1 0.0008 0.0005 0.0031 0.0012

o2 0.0003 0.0002 0.0006 0.0003

Table 5. The maximum absolute sum of OAT sensitivity for parameter perturbation is ±0.1% per
demand pattern and per widow size for the SRNN.

Parameter Window Size Intermittent Lumpy Smooth Erratic

7 0.1728 0 0.0863 0.1427
t1 14 0 0 0.2172 0.0120

30 0 0.0084 0.3801 0.0485

7 0.0352 0.0420 0.0775 0.0177
t2 14 0.1996 0.0988 0.1090 0.2626

30 0.1941 0.1247 0.0645 0.2121

7 0.0503 0.0073 0.0124 0.0550
t3 14 0.0959 0.0968 0.0288 0.1002

30 0.0862 0.1388 0.1033 0.0845

7 0.1145 0.1244 0.1084 0.1413
t4 14 0.3567 0.3044 0.2364 0.3633

30 0.3480 0.5553 0.1841 0.4541

Table 6. The maximum absolute sum of OAT sensitivity for parameter perturbation is ±0.1% per
demand pattern and per widow size for the FRNN.

Parameter Window Size Intermittent Lumpy Smooth Erratic

7 0.0238 0.0419 0.0661 0.0125
p1 14 0.0002 0.0143 0.0001 0.0156

30 0.0349 0.0109 0.1469 0.0088

7 0.0165 0.0161 0.0233 0.0208
p2 14 0.1219 0.1408 0.0575 0.2015

30 0.3527 0.2620 0.0711 0.2141

7 0.0121 0.0009 0.0359 0.0016
p3 14 0.0173 0.0578 0.0173 0.0762

30 0.2305 0.2517 0.0177 0.1258

7 0.0222 0.0549 0 0.0219
p4 14 0.0173 0.0218 0.0751 0.0621

30 0.0365 0.0470 0 0.0777

7 0.0185 0.0123 0.0053 0.0087
p5 14 0.0355 0.0892 0.0700 0.1099

30 0.2785 0.1289 0.0764 0.1889

7 0.0967 0.1312 0.1495 0.0796
p6 14 0.2689 0.4399 0.0916 0.2715

30 0.6477 0.3948 0.2485 0.3196
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Table 7. The maximum absolute sum of OAT sensitivity for parameter perturbation ±0.1% per
controller per demand pattern.

Window Size Demand Pattern FRNN SRNN POUT

Intermittent 0.0967 0.1728 3.0274 × 10−4

Lumpy 0.1312 0.1244 2.1668 × 10−4

7 Smooth 0.1495 0.1084 6.0458 × 10−4

Erratic 0.0796 0.1413 3.3116 × 10−4

Intermittent 0.2689 0.3567 3.0274 × 10−4

Lumpy 0.4399 0.3044 2.1668 × 10−4

14 Smooth 0.0916 0.2364 6.0458 × 10−4

Erratic 0.2715 0.3633 3.3116 × 10−4

Intermittent 0.6477 0.3480 3.0274 × 10−4

Lumpy 0.3948 0.5553 2.1668 × 10−4

30 Smooth 0.2485 0.1841 6.0458 × 10−4

Erratic 0.3196 0.4541 3.3116 × 10−4

6. Conclusions

In this paper, we addressed the problem of uncertain, perishable inventory control
optimization. Regarding the solution, we proposed an approach for the automatic control
of uncertain, perishable inventory systems, supporting the resilience of the whole supply
chain. The proposed solution combines neural networks and optimal controller tuning
with the fuzzy logic system that forecasts the demand uncertainty. This approach considers
different demand patterns: intermittent, lumpy, smooth and erratic. The focus was placed
on enhancing the effectiveness of the inventory system by providing a demand uncertainty
forecast, which is provided to refine the generated order signal due to the dynamically
changing demand patterns. With respect to the automatic order generation process, it
can be stated that the proposed FRNN controller outperformed the reference methods.
Consequently, the FRNN is more responsive to the demand uncertainties in the inventory
system than the POUT and SRNN.

The proposed approach is compared with existing approaches, including the exten-
sively popular classical method POUT and SRNN, which possess similar core functionality–
Artificial Neural Networks. The results indicate that the proposed approach significantly
outperforms the classical POUT method in terms of its fill rate; the highest advantage
is achieved in the scenario with lumpy demand, where the fill rate is increased by 14%
for the FRNN than for POUT. Additionally, the FRNN can be utilized to reduce product
perishability, as demonstrated by the 74% reduction in waste for an erratic demand pattern
scenario. Furthermore, the stock level was lower for the FRNN than for POUT in the
erratic demand pattern scenario, with a reduction of approximately 24%. Conversely, when
comparing the FRNN to the SRNN, the advantage is visible for specific demand patterns.
To be more precise, the computational results indicate that the FRNN provides more robust
solutions, especially for lumpy demands, compared to the SRNN. However, for the other
considered demand patterns, the difference in performance is slight, which means that
the FRNN method can improve the inventory control for products that have a lumpy
demand pattern. During the sensitivity analysis, it was established that despite the FRNN
not attaining the lowest sensitivity, the sensitivity level can be considered low (less than
one). Furthermore, despite the extended functionality of the FRNN, it is shown that the
sensitivities of the SRNN and FRNN are very similar. To conclude, the proposed FRNN
approach has two main advantages: (1) the controller’s behavior can be easily changed
based on forecasted uncertainty without the need for extensive calculations thanks to the
offline optimization process and switching capability; and (2) it provides low sensitivity in
cases of parameter change. It provides a new perspective to solve the perishable inventory
problem. It is found that this study can contribute to the development of software solutions
for warehouse management to improve the algorithms that control replenishment cycles



Energies 2024, 17, 849 21 of 22

and automate them. The aforementioned study has limitations, as it primarily focuses on a
specific category of perishable goods, limiting the generalizability of the proposed neural
network and fuzzy logic controller. Additionally, the study’s outcomes are contingent on
the quality and availability of the data, raising concerns about potential inaccuracies in
representing the dynamics of perishable inventory systems. Moreover, this research does
not thoroughly explore the computational complexity associated with implementing the
proposed controller, overlooking the potential challenges related to real-time applications
and resource constraints.

Possible future research directions include the development of advanced forecasting
techniques specifically tailored for perishable goods and the investigation of applying a
dynamic pricing strategy to optimize revenue and inventory levels in cases of different
characteristics of demand patterns.
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